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Çàäà÷à 1.

Òðè ýëåêòðîãåíåðàòîðà èìåþò ìîùíîñòè x1, x2, x3, ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü
âñåõ òðåõ íå ïðåâîñõîäèò 2 ÌÂò. Â ýíåðãîñèñòåìå ñ òàêèìè ãåíåðàòîðàìè
íåêîòîðûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

f(x1, x2, x3) =
√
x21 + x2x3 +

√
x22 + x1x3 +

√
x23 + x1x2.

Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè.

Ðåøåíèå.

ßñíî, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî íóëþ (äîñòèãàåòñÿ ïðè
x1 = x2 = x3 = 0).

Íàéäåì ìàêñèìóì. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ 0. Äîêàæåì äâà
íåðàâåíñòâà: √

x21 + x2x3 ≤ x1 +
x3
2
,√

x22 + x3x1 +
√
x23 + x1x2 ≤

2x1 + 3x2 + x3
2

.

Ïåðâîå èç íèõ ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó 4x3(x1 − x2) + x23 ≥ 0.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî íåðàâåíñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ u ≥ 0

è v ≥ 0 âåðíî
√
u+
√
v ≤

√
2(u+ v).

Èòàê, √
x22 + x3x1 +

√
x23 + x1x2 ≤

√
2(x22 + x3x1 + x23 + x1x2).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

2(x22+x3x1+x
2
3+x1x2) ≤

(
x1 + 3x2 + 2x3

2

)2

⇔ (x1−x2−2x3)2+8x3(x2−x3) ≥ 0.

Èìååì:√
x21 + x2x3 +

√
x22 + x1x3 +

√
x23 + x1x2 ≤ x1 +

x3
2

+
x1 + 3x2 + 2x3

2
=

=
3

2
(x1 + x2 + x3) ≤

3

2
· 2 = 3.

Îòâåò: max f(x1, x2, x3) = 3, min f(x1, x2, x3) = 0
ïðè x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.



Çàäà÷à 2.

Íà êîíäèòåðñêîé ôàáðèêå ðåøèëè ðàçðàáîòàòü íîâûé ñîðò êîíôåò. Ïî òåõ-
íîëîãè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì êîíôåòà äîëæíà èìåòü âèä öèëèíäðà îáúåìîì
V è ñ ïëîùàäüþ ïîëíîé ïîâåðõíîñòè S. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà V è S ëþáûå
äâà öèëèíäðà ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè ðàâíû?

Ðåøåíèå.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ðàçäåëèì íà äâå ÷àñòè: íàõîæäåíèå êðàéíåãî îòíî-
øåíèÿ ìåæäó S è V è äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ öèëèíäð
ìîæåò îêàçàòüñÿ íååäèíñòâåííûì.

1. Ïóñòü r, h > 0 � âûñîòà è ðàäèóñ íåêîòîðîãî öèëèíäðà. Òîãäà

V = πr2h, S = 2πrh+ 2πr2.

Ïîñòðîèì ýêñòðåìàëüíóþ îöåíêó. Èç íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì àðèô-
ìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì òð¼õ ÷èñåë èìååì

S = πrh+ πrh+ 2πr2 ≥ 3
3
√
πrh · πrh · 2πr2 = 3

3
√
2π3r4h2 = 3

3
√
2πV 2.

Ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè πrh = 2πr2, ò.å ïðè h = 2r.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè S = 3

3
√
2πV 2, òî öèëèíäð çàäà¼òñÿ îäíîçíà÷íî.

2. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè S > 3
3
√
2πV 2 (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, S3 > 54πV 2)

öèëèíäð íå îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.
Ïóñòü r0 =

√
S/2π > 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = (S − 2πx2)x/2 ïðè

x ∈ [0, r0]. Çàìåòèì, ÷òî f(0) = f(r0) = 0, f(r0/
√
3) =

√
S3

54π
.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ V 2 < S3/54π = f 2(r0/
√
3). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x)

íåïðåðûâíà, íàéäóòñÿ òàêèå r1 ∈ (0, r0/
√
3) è r2 ∈ (r0/

√
3, 0), ÷òî f(r1) =

f(r2) = V .

Ïðèìåì òåïåðü h1 =
S − 2πr21
2πr1

, h2 =
S − 2πr22

2π2
. Ïîäñòàíîâêîé óáåæäàåìñÿ,

÷òî ïëîùàäè ïîëíîé ïîâåðõíîñòè êàæäîãî öèëèíäðà (ñ ðàäèóñàìè îñíîâàíèÿ
r1 è r2) ðàâíû S, à òàêæå ðàâíû è èõ îáú¼ìû. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíî äâà
ðàçëè÷íûõ öèëèíäðà ñ îäíèìè è òåìè æå çíà÷åíèÿìè S, V .

Îòâåò: ïðè óñëîâèè S3 = 54πV 2.



Çàäà÷à 3.

Ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

P (1) = 2019, P (2019) = 1, P (k) = k,

ãäå ÷èñëî k öåëîå. Íàéäèòå ýòî ÷èñëî k.

Ðåøåíèå.

Òàê êàê ìíîãî÷ëåí P (x) èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû, òî P (a) − P (b) äå-
ëèòñÿ íà a− b äëÿ ëþáûõ öåëûõ a è b.

Ïîëó÷àåì, ÷òî
P (k)− P (1) = (k − 2019) äåëèòñÿ íà (k − 1),

P (k)− P (2019) = (k − 1) äåëèòñÿ íà (k − 2019).
Ýòî ìîæåò èìåòü ìåñòî òîëüêî ïðè |k − 1| = |k − 2019|.
Ðåøåíèåì ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ k = 1010.

Îòâåò: k = 1010.

Çàäà÷à 4.

Íà êàæäóþ ãðàíü êóáà óñòàíîâëåíà ïðàâèëüíàÿ 4-óãîëüíàÿ ïèðàìèäà, îñ-
íîâàíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ýòà ãðàíü êóáà. Âñå ïèðàìèäû ðàâíû.
• 4À. Ìîãóò ëè áîêîâûå ðåáðà òðåõ ïèðàìèä, èñõîäÿùèå èç îäíîé âåð-

øèíû êóáà, ëåæàòü â îäíîé ïëîñêîñòè? Åñëè ýòî âîçìîæíî, íàéäèòå âûñîòû
òàêèõ ïèðàìèä, âûðàçèâ èõ ÷åðåç äëèíó a ðåáðà êóáà. Åñëè ýòî íåâîçìîæíî,
ïðèâåäèòå äîêàçàòåëüñòâî.
• 4Â. Ìîãóò ëè óêàçàííûå â ï. 4À òðîéêè ðåáåð ëåæàòü â ïëîñêîñòÿõ (êàæ-

äàÿ òðîéêà � â ñâîåé ïëîñêîñòè) îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ âåðøèí êóáà?

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó êóáà A, âåðøèíû ïèðàìèä, ñîåäèíåí-
íûå ñ íåé ðåáðàìè, O1, O2, O3.

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîìåñòèâ åå íà÷àëî â òî÷êó A è íàïðàâèâ îñè
AX, AY è AZ âäîëü ñòîðîí êóáà. Ïóñòü îñíîâàíèå ïèðàìèäû ñ âåðøèíîé O1

ëåæèò â ïëîñêîñòè AXY , îñíîâàíèå ïèðàìèäû ñ âåðøèíîé O2 � â ïëîñêîñòè
AXZ è ïèðàìèäû ñ âåðøèíîé O3 � â ïëîñêîñòè AY Z.

Ïóñòü ðåáðî êóáà ðàâíî 2c, âûñîòà ïèðàìèä ðàâíà h. Òîãäà êîîðäèíàòû
âåðøèí ïèðàìèä áóäóò O1(c, c,−h), O2(c,−h, c), O3(−h, c, c).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B âåðøèíó êóáà ñ êîîðäèíàòàìè (2c, 0, 2c) (ò.å. íà äèà-
ãîíàëü AB ïðîåöèðóåòñÿ âåðøèíà O2). Â ñèëó ñèììåòðèè ñóììà âåêòîðîâ



AO1+AO3 áóäåò ëåæàòü â ïëîñêîñòè ABY . Â ýòîé æå ïëîñêîñòè ëåæèò âåê-
òîð AO2. Åñëè âåðøèíû O1, O1, O3 ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, òî ïåðåñå÷åíèåì
ýòîé ïëîñêîñòè ñ ïëîñêîñòüþ ABY äîëæíà áûòü ïðÿìàÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíû ïèðàìèä áóäóò ëåæàòü â îäíîé ïëîñêîñòè, åñëè
âåêòîðà AO1 + AO3 = (c− h, 2c, c− h) è AO2 = (c,−h, c) êîëëèíåàðíû.

Èç óñëîâèé êîëëèíåàðíîñòè

c− h
c

=
2c

−h
=
c− h
c

ïîëó÷àåì, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ h(h − c) = 2c2, îòêóäà ëèáî h = −c,
ëèáî h = 2c. Ïåðâûé êîðåíü íå ïîäõîäèò ñîãëàñíî ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó
h. Îñòàëîñü âñïîìíèòü, ÷òî çàäàííàÿ â óñëîâèè âåëè÷èà a = 2c.

Îòâåò íà âîïðîñ Á) î÷åâèäåí â ñèëó ñèììåòðèè.

Îòâåò: â À) è â Á) ìîãóò, åñëè âûñîòû âñåõ ïèðàìèä ðàâíû a.

Çàäà÷à 5.

Ðåøèòå óðàâíåíèå ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè

XY + Y Z = XY Z

â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
Ðåøåíèå.

1) Ïðè Y = 1 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå X+1 = XZ, ñëåäîâàòåëüíî X(Z−1) =
1, ò.å. X = 1, Z = 2.

2) Ïðè Y = 2 óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

(X − Z)2 + 2Z = Z2.

Ïðè Z = 1 ðåøåíèé îíî íå èìååò, à ïîäñòàâëÿÿ Z = 2, 3, 4, ïîëó÷èì ðåøåíèÿ
(2; 2; 2), (2; 2; 3) è (4; 2; 3), (4; 2; 4) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè Z > 4 ðåøåíèé íåò,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå 2Z > Z2 (äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè).

3) Îñòàåòñÿ ñëó÷àé Y ≥ 3.
Ïðè X = 1, äåëÿ îáå ÷àñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ íà Y , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

Y Z−1 = Z − 1/Y,

êîòîðîå, î÷åâèäíî, íå èìååò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé.
Ïóñòü äàëååX ≥ 2. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ýòèõX, Y ≥ 3 è Z ≥ 1 âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà XY ≥ 2/3X2Y è Y Z ≥ 2/3Y Z2.



Ïåðâîå íåðàâåíñòâî:

XY = XY−2X2 ≥ 2X2 ≥ 2/3X2Y.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðè Z ≤ 3, à ïðè Z ≥ 4
èìååì:

Y Z ≥ Y · 3Z−1 = Y

3

(
3

2

)Z

· 2Z > 2

3
Y · 2Z ≥ 2

3
Y Z2.

Íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåä-
íèì ãåîìåòðè÷åñêèì óáåæäàåìñÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ áîëüøå ïðàâîé, ò.å. ðåøåíèé íåò:

XY + Y Z ≥ 2

3
Y (X2 + Z2) ≥ 4

3
Y XZ > XY Z.

Îòâåò: (1;1;2), (2;2;2), (2;2;3), (4;2;3), (4;2;4).


