
Решения вариантов заключительного этапа Олимпиады школьников «Надежда 
энергетики» по предмету «математика» в 2018/2019. 



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï. Ðåøåíèÿ

ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âàðèàíò 17111 äëÿ 11 êëàññà.

Çàäà÷à 1.

Íà ôàêóëüòåòå ÿäåðíîãî äèðèæàáëåñòðîåíèÿ ïîäñ÷èòàëè, ÷òî â ïðîöåíò-
íîì îòíîøåíèè ìàëü÷èêîâ íà ïåðâîì êóðñå áîëüøå, ÷åì ìàëü÷èêîâ íà âñåì
ôàêóëüòåòå. Êîãî (â ïðîöåíòíîì îòíîøåíèè) áîëüøå � ïåðâîêóðñíèêîâ ñðå-
äè âñåõ ìàëü÷èêîâ ôàêóëüòåòà èëè âñåõ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà ñðåäè âñåõ
ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà?

Ðåøåíèå.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
m � êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ íà 1 êóðñå,
M � êîëè÷åñòâî âñåõ ìàëü÷èêîâ íà ôàêóëüòåòå,
k � êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ íà 1 êóðñå,
K � êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ íà âñåì ôàêóëüòåòå.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ,
m

k
>
M

K
.

Òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü
m

M
è

k

K
.

Èç óñëîâèÿ ïî ñâîéñòâó ïðîïîðöèè ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ äðîáü áîëüøå.

Îòâåò: äîëÿ ïåðâîêóðñíèêîâ ñðåäè âñåõ ìàëü÷èêîâ ôàêóëüòåòà áîëüøå,
÷åì äîëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà ñðåäè âñåõ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà

Çàäà÷à 2.

Ðåøèòå óðàâíåíèå
x2 − [x] = 2019,

â êîòîðîì [x] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x.

Ðåøåíèå.

Åñëè ïðåäñòàâèòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî x â âèäå x = m+ α, ãäå m � öåëîå,
α ∈ (0, 1), òî [x] = m = x − α. Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

x2 − x+ α = 2019.

Ïîñêîëüêó α ∈ (0, 1), òî

2018 ≤ x2 − x ≤ 2019.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = x2 − x. Ýòî ïàðàáîëà ñ êîðíÿìè 0 è 1 è ñ
âåòâÿìè, íàïðàâëåííûìè ââåðõ.
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Ïîýòîìó ïîëó÷åííîå äâîéíîå íåðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íà íåêîòî-
ðîì îòðåçêå, ðàñïîëîæåíîì ëåâåå òî÷êè x = 0 è íà íåêîòîðîì äðóãîì îòðåçêå,
ðàñïîëîæåíîì ïðàâåå òî÷êè x = 1. Ðàññìîòðèì èõ ïî î÷åðåäè.

Ïóñòü x < 0. Ëåãêî âû÷èñëèòü (óñòíî), ÷òî

f(−45) = (−45)2 + 45 = 2025 + 45 > 2019,

f(−44) = (−44)(−45) = 452 − 45 < 2018.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûå x ∈ (−45,−44). Â ýòîì ñëó÷àå [x] = −45 è èñõîäíîå
óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

x2 − (−45) = 2019.

Åãî ðåøåíèåì (îòðèöàòåëüíûì) ÿâëÿåòñÿ x1 = −
√
1974.

Ïðè x > 1 àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåì (òàêæå óñòíî)

f(45) = (45)2 − 45 = 2025− 45 < 2018,

f(46) = 46 · 45 = 452 + 45 > 2019.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûå x ∈ (45, 46). Â ýòîì ñëó÷àå [x] = 45 è èñõîäíîå
óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

x2 − 45 = 2019.

Åãî ðåøåíèåì (òåïåðü ïîëîæèòåëüíûì) ÿâëÿåòñÿ x2 =
√
2064.

Îòâåò: x1 = −
√
1974, x2 =

√
2064.

Çàäà÷à 3.

Òðàíñïîðòíàÿ êîìïàíèÿ ¾Ïèàíîãðóç¿ ñïåöèàëèçèðóåòñÿ íà ïåðåâîçêå òÿ-
æåëûõ ìóçûêàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ. Ïîñëå òîãî, êàê â àâòîìàøèíå êîìïàíèè
áûëè îáîðóäîâàíû ìåñòà äëÿ ãðóç÷èêîâ, îñòàëñÿ ãðóçîâîé îòñåê â ôîðìå êâàä-
ðàòà ñî ñòîðîíîé 3 ì. Èçîáðàçèòå â êîîðäèíàòàõ ¾äëèíà � øèðèíà¿ ìíîæåñòâî
âñåõ òî÷åê, êîòîðûå ìîãóò çàäàâàòü ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíîãî èíñòðóìåíòà,
ïîìåùàþùåãîñÿ â ãðóçîâîé îòñåê. Ñ÷èòàéòå, ÷òî îáîðóäîâàíèå êóçîâà ïîç-
âîëÿåò çàêðåïèòü èíñòðóìåíò â ëþáîì ïîëîæåíèè, à îãðàíè÷åíèÿ ïî âûñîòå
îòñóòñòâóþò.

Ðåøåíèå.

1. Ïîñêîëüêó íàêëîíåííûé (ïîñòàâëåííûé íà ðåáðî) èíñòðóìåíò â ïðîåê-
öèè íà äíî îòñåêà îáðàçóåò ïðÿìîóãîëüíèê, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïëîñ-
êóþ çàäà÷ó î ïðÿìîóãîëüíèêå âíóòðè êâàäðàòà. Ïóñòü äëèíà èíñòðóìåíòà
ðàâíà l, øèðèíà h. Îáîçíà÷èì äëèíó ñòîðîíû êâàäðàòíîãî êóçîâà a.
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Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì î÷åâèäíûé ñëó÷àé, êîãäà èíñòðóìåíò ïîìåùàåòñÿ
âäîëü (èëè, ÷òî òî æå, ïîïåðåê) êóçîâà. Â ýòîì ñëó÷àå l ≤ a, h ≤ a.

2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà l > a.
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2a. Ïóñòü äëèííàÿ ñòîðîíà èíñòðóìåíòà
(ïðÿìîóãîëüíèêà) KLMN ïàðàëëåëüíà äèà-
ãîíàëè êâàäðàòà (ñì. ðèñ. 2à).
Ïîñêîëüêó ∠MAO = 45◦, à MN ⊥ AC, òî
4MAO � ðàâíîáåäðåííûé è MO = OA. Èç
àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé äëÿ 4CLK è ðà-
âåíñòâà ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ äðóã äðóãó ñëå-
äóåò, ÷òî LM +MN = AC.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè KN ‖ AC ñòîðîíû ëþ-
áîãî âïèñàííîãî â êâàäðàò ïðÿìîóãîëüíèêà
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

l + h = a
√
2.

2b. Ïóñòü òåïåðü ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà
KLMN íå ïàðàëëåëüíû äèàãîíàëÿì êâàäðà-
òà (ñì. ðèñ. 2á).
Ïóñòü ∠NKB = α. Òîãäà ∠KLC =
∠MNA = α (êàê óãëû ñî âçàèìíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíûìè ñòîðîíàìè). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿ-
ìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè NKB, KLC ïî-
äîáíû, à 4KLC = 4MNA (ïî ãèïîòåíóçå
è îñòðîìó óãëó).

Ïóñòü êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ 4NKB è 4KLC ðàâåí k. Åñëè îáîçíà÷èòü
÷åðåç u è w ñòîðîíû MA è AN , òî

AB = a = w + k u,

CB = a = u+ k w,

îòêóäà (k − 1)w = (k − 1)u.
Åñëè k 6= 1, òî ñîêðàùàÿ, ïîëó÷àåì w = u, ò.å. òðåóãîëüíèêèMAN è LCK

ðàâíîáåäðåííûå. Åñëè æå k = 1, òî óêàçàííûå òðåóãîëüíèêè ðàâíîáåäðåííû
ïî ïîñòðîåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòîðîíû LM è KN ïàðàëëåëüíû äèàãîíàëè
AC.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî âñå ÷åòûðå âåðøèíû âïèñàííîãî â êâàäðàò
ïðÿìîóãîëüíèêà ëåæàò íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà ïàðàëëåëüíû äèàãîíàëÿì êâàäðàòà.
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3. Çàôèêñèðóåì äëèíó ñòîðîíû l è âûÿñíèì,
êàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü
øèðèíà h ïðè ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèÿõ ïðÿìî-
óãîëüíèêà. Äëÿ ýòîãî áóäåì ìûñëåííî âðàùàòü
åãî, íà÷èíàÿ ñ ïîëîæåíèÿ, ïàðàëëåëüíîãî äèà-
ãîíàëè. Íà ðèñ 3 îòìå÷åíî, êàê áóäóò äâèãàòüñÿ
åãî âåðøèíû.
Ââåäåì îñè êîîðäèíàò Cx, Cy êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå. Ðàññìîòðèì äèàãîíàëü LN . Êâàäðàò
åå äëèíû ìîæíî íàéòè èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà (ïóíêòèðíîãî), îäèí êàòåò êîòîðîãî
ðàâåí a, äðóãîé ðàâåí ðàçíîñòè îðäèíàò òî÷åê
L è N , êîòîðàÿ ïðè âðàùåíèè ïðÿìîóãîëüíèêà
óìåíüøàåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äèàãîíàëü LN áóäåò óìåíüøàòüñÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, áó-

äåò óìåíüøàòüñÿ øèðèíà h. Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíàÿ øèðèíà ñîîòâåòñòâóåò
èñõîäíîìó ïîëîæåíèþ, ïðè êîòîðîì l + h = a

√
2.

Îñòàåòñÿ èçîáðàçèòü â êîîðäèíàòíûõ îñÿõ l − h òðåóãîëüíèê, îòñåêàåìûé
â ïåðâîé ÷åòâåðòè ïðÿìîé h ≤ a

√
2− l, è ñîâìåñòèòü äâà ïîëó÷åííûõ ìíîæå-

ñòâà.

Îòâåò. Èñêîìîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïîêàçàíî íèæå âåðòèêàëüíîé øòðèõîâ-
êîé.
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Çàäà÷à 4.

×åòûðå áðèãàäû ðàçðàáàòûâàëè îòêðûòûì ñïîñîáîì ìåñòîðîæäåíèå óãëÿ
â òå÷åíèå òðåõ ëåò, ðàáîòàÿ ñ ïîñòîÿííîé äëÿ êàæäîé áðèãàäû ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòüþ. Íà âòîðîì ãîäó èç-çà ìåòåîóñëîâèé â òå÷åíèå ÷åòûðåõ ìåñÿöåâ
ðàáîòû íå âåëèñü, à âñå îñòàëüíîå âðåìÿ íà äîáû÷å áðèãàäû ðàáîòàëè ïî-
î÷åðåäíî (ïî îäíîé). Îòíîøåíèå âðåìåí ðàáîòû ïåðâîé, âòîðîé, òðåòüåé è
÷åòâåðòîé áðèãàä è êîëè÷åñòâà äîáûòîãî óãëÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû: â ïåð-
âûé ãîä 4:1:2:5 è 10 ìëí. ò.; âî âòîðîé ãîä 2:3:2:1 è 7 ìëí.ò.; â òðåòèé ãîä
5:2:1:4 è 14 ìëí. ò. Ñêîëüêî óãëÿ äîáûëè áû çà 4 ìåñÿöà ýòè ÷åòûðå áðèãàäû,
ðàáîòàÿ âìåñòå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü i-ÿ áðèãàäà äîáûâàåò çà ìåñÿö xi óãëÿ. Òîãäà èìååì ñè-
ñòåìó 

4x1 + x2 + 2x3 + 5x4 = 10,

2x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 7,

5x1 + 2x2 + x3 + 4x4 = 14,

Ñëîæèâ óäâîåííîå ïåðâîå óðàâíåíèå ñ óòðîåííûì âòîðûì è âû÷òÿ òðåòüå
óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

9(x1 + x2 + x3 + x4) = 27.

Òîãäà
4(x1 + x2 + x3 + x4) = 12.

Îòâåò: 12 ìëí.ò.

Çàäà÷à 5.

Îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ïîäåëèëè íà 22019 ðàâíûõ ÷àñòåé. Äîêà-
æèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî õîðäû, ñòÿãèâàþùåé îäíó
òàêóþ ÷àñòü, ñîñòàâëÿåò ðîâíî ïîëîâèíó îò âåëè÷èíû√

2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

2018 äâîåê

.

Ðåøåíèå.

Èçîáðàçèì (âíåìàñøòàáíî)∠AOB, ñîñòàâëÿþùèé îäíó 22019-þ ÷àñòü îêðóæ-
íîñòè. Îáîçíà÷èì åãî α. ßñíî, ÷òî

α =
2π

22019
=

π

22018
.
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A B

O

H

Â óñëîâèè äàíà ôîðìóëà äëÿ OH.
Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
OHB ñ ãèïîòåíóçîé OB = 1 è ñ îñò-

ðûì óãëîì BOH =
α

2
ïîëó÷àåì, ÷òî

OH = OB cos
α

2
= cos

α

2
.

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

cos

(
π

22019

)
=

1

2
·
√
2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

2018 äâîåê

.

Îáîáùèì òðåáóåìóþ ôîðìóëó (äîìíîæèâ ïðåäâàðèòåëüíî íà 2)

2 cos

(
π

2n+1

)
=

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

n äâîåê

(∗)

è äîêàæåì åå ïî èíäóêöèè. Òîãäà ïðè n = 2018 áóäåì èìåòü òðåáóåìîå.
Áàçà èíäóêöèè ïðè n = 1 î÷åâèäíà:

2 cos

(
π

22

)
=
√
2.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî èç
âåðíîñòè ôîðìóëû (∗) áóäåò ñëåäîâàòü âåðíîñòü ôîðìóëû

2 cos

(
π

2n+2

)
=

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

(n+1) äâîåê

.

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü, èñïîëüçóÿ (∗)√
2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

(n+1) äâîåê

=

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

(n) äâîåê

=

√
2 + 2 cos

(
π

2n+1

)

Îáîçíà÷èì β =
π

2n+1
. Òåïåðü îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

2 cos
β

2
=
√
2 + 2 cos β
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äëÿ óãëà β ∈ (0, π/2). Âîçâîäÿ îáå ñòîðîíû ðàâåíñòâà â êâàäðàò è äåëÿ íà
2, ïîëó÷àåì èçâåñòíóþ ôîðìóëó êîñèíóñà ïîëîâèííîãî óãëà

cos2
β

2
=

1 + cos β

2
.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä äîêàçàí. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà (∗) âåðíà ïðè ëþ-
áîì n ≥ 1. Îñòàåòñÿ ïîëîæèòü n = 2018.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï. Ðåøåíèÿ

ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âàðèàíò 17101 äëÿ 10 êëàññà

Çàäà÷à 1.

Íà ôàêóëüòåòå ÿäåðíîãî äèðèæàáëåñòðîåíèÿ ïîäñ÷èòàëè, ÷òî â ïðîöåíò-
íîì îòíîøåíèè ìàëü÷èêîâ íà ïåðâîì êóðñå áîëüøå, ÷åì ìàëü÷èêîâ íà âñåì
ôàêóëüòåòå. Êîãî (â ïðîöåíòíîì îòíîøåíèè) áîëüøå � ïåðâîêóðñíèêîâ ñðå-
äè âñåõ ìàëü÷èêîâ ôàêóëüòåòà èëè âñåõ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà ñðåäè âñåõ
ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà?

Ðåøåíèå.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
m � êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ íà 1 êóðñå,
M � êîëè÷åñòâî âñåõ ìàëü÷èêîâ íà ôàêóëüòåòå,
k � êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ íà 1 êóðñå,
K � êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ íà âñåì ôàêóëüòåòå.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ,
m

k
>
M

K
.

Òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü
m

M
è

k

K
.

Èç óñëîâèÿ ïî ñâîéñòâó ïðîïîðöèè ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ äðîáü áîëüøå.

Îòâåò: äîëÿ ïåðâîêóðñíèêîâ ñðåäè âñåõ ìàëü÷èêîâ ôàêóëüòåòà áîëüøå,
÷åì äîëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà ñðåäè âñåõ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà

Çàäà÷à 2.

Ìîæåò ëè ÷èñëî n2+n+17 äåëèòüñÿ íà 2019 ïðè êàêèõ-ëèáî íàòóðàëüíûõ
n? Ëèáî íàéäèòå òàêîå ìèíèìàëüíîå n, ëèáî äîêàæèòå íåâîçìîæíîñòü.

Ðåøåíèå.

Ðàçëîæèì äåëèòåëü: 2019 = 3 · 673.
×èñëî n2 äàåò ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòêè 0 è 1 (÷òî ëåêãî ïðîâåðèòü, íà-

ïðèìåð, ñîñòàâëÿÿ òàáëèöó îñòàòêîâ)

n n mod 3 n2 mod 3

0 0 0

1 1 1

2 2 1



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï. Ðåøåíèÿ

Ïîýòîìó ÷èñëî n2 + n áóäåò äàâàòü ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòêè 0 è 2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, n2 + n+ 17 íå êðàòíî 3, à, çíà÷èò, íå äåëèòñÿ íà 2019.

Îòâåò: òàêèõ n íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 3.

Äâà ïëîâöà ïðîâîäÿò òðåíèðîâêè íà êàðüåðå ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû. Ïåð-
âîìó óäîáíåå âûõîäèòü íà óãîë êàðüåðà, ïîýòîìó îí ïðîïëûâàåò ïî äèàãîíàëè
äî ïðîòèâîïîëîæíîãî óãëà è îáðàòíî. Âòîðîìó ïëîâöó óäîáíåå íà÷èíàòü èç
òî÷êè, êîòîðàÿ äåëèò îäèí èç áåðåãîâ êàðüåðà â îòíîøåíèè 2018 : 2019. Îí
ïðîïëûâàåò ïî ÷åòûðåõóãîëüíèêó, ïîñåùàÿ ïî îäíîé òî÷êå íà êàæäîì áå-
ðåãó, è âîçâðàùàåòñÿ ê ìåñòó ñòàðòà. Ìîæåò ëè âòîðîé ïëîâåö òàê âûáðàòü
òî÷êè íà òðåõ äðóãèõ áåðåãàõ, ÷òîáû åãî ïóòü áûë êîðî÷å, ÷åì ó ïåðâîãî?
Êàêîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü îòíîøåíèå äëèíû áîëüøåãî ïóòè
ê ìåíüøåìó?

Ðåøåíèå.

Èçîáðàçèì ïðÿìîóãîëüíûé êàðüåð ADCD è âïèñàííûé â íåãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíûé ìàðøðóò âòîðîãî ïëîâöà NLMK.

Îòðàçèì ñèììåòðè÷íî ÷åðòåæ ñíà÷àëà îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû CD, çàòåì
îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû CB′, íàêîíåö, îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû A′B′.
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A

B C

D

K
L

M

N

M ′

L′

A′

B′

N ′ D′

Ïî ïîñòðîåíèþ îòðåçêè ND è N ′D′ ðàâíû è ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó. Ñëå-
äîâàòåëüíî, AA′N ′N � ïàðàëëåëîãðàìì, è åãî ñòîðîíà NN ′ ðàâíà óäâîåííîé
äèàãîíàëè èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà AC (ò.å. äëèíå ïóòè ïåðâîãî ïëîâöà).
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ßñíî, ÷òî ñóììà äëèí îòðåçêîâ NK, KM ′, M ′L′ è L′N ′ ðàâíà ïåðèìåòðó
÷åòûðåõóãîëüíèêà NLMK (ò.å. äëèíå ïóòè âòîðîãî ïëîâöà).

Íî äëèíà ëîìàíîé NKM ′L′N ′ íå ìåíüøå äëèíû îòðåçêà NN ′, ÿâëÿþùå-
ãîñÿ êðàò÷àéøèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè N è N ′. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïóòü âòîðîãî ïëîâöà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå (êîðî÷å) ïóòè ïåðâîãî.

Ïóòè ìîæíî ñäåëàòü ðàâíûìè, åñëè ïåðåíåñòè (ïîëüçóÿñü ñèììåòðèåé ïî-
ñòðîåíèÿ) òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà NN ′ ñî ñòîðîíàìè DC, CB′ è B′A′ íà
èñõîäíûé ïðÿìîóãîëüíèê. (Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ òàêèì îáðà-
çîì ôèãóðà áóäåò ïàðàëëåëîãðàììîì, íî ýòî íå âõîäèò â ïîñòàíîâêó çàäà÷è.)

Ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè ïóòè ïëîâöîâ áóäóò ðàâíû è èõ îòíîøåíèå áóäåò
ðàâíî 1.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññóæäåíèÿõ íèãäå íå èñïîëüçîâàíî òî, â êàêîé ïðîïîðöèè
èñõîäíàÿ òî÷êà N äåëèò ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêà AD.

Îòâåò:

ïóòü âòîðîãî ïëîâöà íå ìîæåò áûòü êîðî÷å, ÷åì ó ïåðâîãî;
ìèíèìàëüíîå îòíîøåíèå äëèíû áîëüøåãî ïóòè ê ìåíüøåìó ðàâíî 1.

Çàäà÷à 4.

Â êëàäîâîé Ïîí÷èêà è â êëàäîâîé Ñèðîï÷èêà çàïàñåíî ñóììàðíî 100 êã
âàðåíüÿ. Íà ïîåäàíèå ñâîèõ çàïàñîâ ó êàæäîãî êîðîòûøêè óøëî îäèíàêîâîå
âðåìÿ íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíè îáëàäàþò ðàçíîé ïðîæîðëèâîñòüþ. ¾Åñëè áû
ìîé çàïàñ áûë ðàâåí òâîåìó, òî ÿ áû ñúåë åãî çà 45 äíåé¿ � çàÿâèë òîâàðèùó
Ïîí÷èê. ¾À åñëè áû ìîé çàïàñ áûë ðàâåí òâîåìó, ÿ áû ñúåë åãî âñåãî çà 20
äíåé¿ � îòâåòèë Ñèðîï÷èê. Êàêîå êîëè÷åñòâî âàðåíüÿ è ñ êàêîé ïðîæîðëè-
âîñòüþ ñúåë êàæäûé èç êîðîòûøåê?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü Ïîí÷èê èìååò x êã âàðåíüÿ, à Ñèðîï÷èê � â n ðàç áîëüøå, ò.å. nx

êã. Òîãäà ïðîæîðëèâîñòü Ïîí÷èêà ðàâíà
nx

45
, à ïðîæîðëèâîñòü Ñèðîï÷èêà

x

20
.

Òîãäà ðàâåíñòâî âðåìÿ ïîåäàíèÿ çàïàñîâ äàåò óðàâíåíèå

x

nx/45
=

nx

x/20
,

îòêóäà

n2 =
45

20
=

9

4
,

ñëåäîâàòåëüíî, n =
3

2
.

Èç óðàâíåíèÿ

x+
3

2
· x = 100
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íàõîäèì x = 40. Òàêèì îáðàçîì, ó Ïîí÷èêà áûëî ïðèïàñåíî 40 êã âàðåíüÿ,
à ó Ñèðîï÷èêà � 60 êã.

Èõ ïðîæîðëèâîñòü ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî
60

45
=

4

3
êã/äåíü è

40

20
= 2 êã/äåíü.

Îòâåò:

Ïîí÷èê: 40 êã âàðåíüÿ,
4

3
êã/äåíü;

Ñèðîï÷èê: 60 êã âàðåíüÿ, è 2 êã/äåíü.

Çàäà÷à 5.

Âåðíî ëè íåðàâåíñòâî√
2019 +

√
2019 + . . .+

√
2019︸ ︷︷ ︸

2019 ðàç

< 2019 ?

Ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

xn =

√
2019 +

√
2019 + . . .+

√
2019︸ ︷︷ ︸

n ðàç

ßñíî, ÷òî xn > 0. Âîçâîäÿ íåðàâåíñòâî xn < 2019 â êâàäðàò, ïîëó÷àåì

x2n = 2019 + xn−1 < 20192

èëè, ÷òî òî æå
xn−1 < 20192 − 2019.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî 2019 < 20192 − 2019. Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà
xn−1 < 2019 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî xn < 2019 äëÿ ëþáîãî íîìåðà n.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî x1 =
√
2019 < 2019. Ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî. Òå-

ïåðü ïåðåõîäÿ îò íåðàâåíñòâà äëÿ x1 ê íåðàâåíñòâó äëÿ x2 è òàê äàëåå, ïîëó-
÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî äëÿ x2019 áóäåò âåðíûì.
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ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âàðèàíò 17091 äëÿ 9 êëàññà

Çàäà÷à 1.

Ãîëîâàñòèêè òðèàñîâîé äèñêîãëîññû èìåþò ïî ïÿòü íîã, à ó ãîëîâàñòèêîâ
ñàáëåçóáîé ëÿãóøêè îòðàñòàåò íåñêîëüêî õâîñòîâ (ó âñåõ îäèíàêîâîå êîëè÷å-
ñòâî). Ñîòðóäíèê ïàðêà þðñêîãî ïåðèîäà çà÷åðïíóë âìåñòå ñ âîäîé íåñêîëüêî
ãîëîâàñòèêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî âñåãî ó ïîéìàííûõ áûëî 100 íîã è 64 õâîñòà.
Ñêîëüêî æå õâîñòîâ èìååò êàæäûé ãëîâàñòèê ñàáëåçóáîé ëÿãóøêè, åñëè âñå
ïÿòèíîãèå ãëîâàñòèêè èìåþò îäèí õâîñò, à âñå ìíîãîõâîñòûå � ÷åòûðå íîãè?

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x êîëè÷åñòâî õâîñòîâ ó ãëîâàñòèêà ñàáëåçóáîé ëÿãóøêè.
Ïóñòü áûëî ïîéìàíî n ïÿòèíîãèõ è k ìíîãîõâîñòûõ ãîëîâàñòèêîâ. Ïîäñ÷åò
îáùåãî êîëè÷åñòâà íîã è õâîñòîâ äàåò óðàâíåíèÿ{

5n+ 4k = 100,

n+ xk = 64.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååì n ≤ 100/5 = 20, k ≤ 100/4 = 25.
Êðîìå òîãî, 4k = 5(20− n), ñëåäîâàòåëüíî, k êðàòíî 5.
Óìíîæèì òåïåðü âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû íà 5 è âû÷òåì èç ðåçóëüòàòà

ïåðâîå. Ïîëó÷èì

(5x− 4)k = 64 · 5− 100 = 220 = 2 · 2 · 5 · 11.

Ïîñêîëüêó ñëåâà ñòîèò ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ñ ó÷åòîì
ïîëó÷åííûõ îãðàíè÷åíûé, íàõîäèì, ÷òî k ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ

k = 5 èëè k = 10 èëè k = 20.

Ïîäñòàâèì èõ ïî î÷åðåäè â ñèñòåìó óðàâíåíèé. Ïðè k = 5 èìååì{
5n+ 20 = 100,

n+ 5x = 64,

îòêóäà n = 16. Íî 64− 16 = 48 íå êðàòíî 5. Ðåøåíèé íåò.
Ïðè k = 10 ïîëó÷àåì {

5n+ 40 = 100,

n+ 10x = 64,

îòêóäà n = 12. Íî 64− 12 = 52 íå êðàòíî 10. Ðåøåíèé ñíîâà íåò.
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Íàêîíåö, ïðè k = 20 íàõîäèì{
5n+ 80 = 100,

n+ 20x = 64,

îòêóäà n = 4 è n = 3.

Îòâåò: 3 õâîñòà.

Çàäà÷à 2.

Ìîæåò ëè ÷èñëî n2+n+8 äåëèòüñÿ íà 2019 ïðè êàêèõ-ëèáî íàòóðàëüíûõ
n? Ëèáî íàéäèòå òàêîå ìèíèìàëüíîå n, ëèáî äîêàæèòå íåâîçìîæíîñòü.

Ðåøåíèå.

Ðàçëîæèì äåëèòåëü: 2019 = 3 · 673.
×èñëî n2 äàåò ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòêè 0 è 1 (÷òî ëåêãî ïðîâåðèòü, íà-

ïðèìåð, ñîñòàâëÿÿ òàáëèöó îñòàòêîâ)

n n mod 3 n2 mod 3

0 0 0

1 1 1

2 2 1

Ïîýòîìó ÷èñëî n2 + n áóäåò äàâàòü ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòêè 0 è 2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, n2 + n+ 8 íå êðàòíî 3, à, çíà÷èò, íå äåëèòñÿ íà 2019.

Îòâåò: òàêèõ n íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 3.

Äâà ïëîâöà ïðîâîäÿò òðåíèðîâêè íà êàðüåðå ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû. Ïåð-
âîìó óäîáíåå âûõîäèòü íà óãîë êàðüåðà, ïîýòîìó îí ïðîïëûâàåò ïî äèàãîíàëè
äî ïðîòèâîïîëîæíîãî óãëà è îáðàòíî. Âòîðîìó ïëîâöó óäîáíåå íà÷èíàòü èç
òî÷êè, êîòîðàÿ äåëèò îäèí èç áåðåãîâ êàðüåðà â îòíîøåíèè 2018 : 2019. Îí
ïðîïëûâàåò ïî ÷åòûðåõóãîëüíèêó, ïîñåùàÿ ïî îäíîé òî÷êå íà êàæäîì áå-
ðåãó, è âîçâðàùàåòñÿ ê ìåñòó ñòàðòà. Ìîæåò ëè âòîðîé ïëîâåö òàê âûáðàòü
òî÷êè íà òðåõ äðóãèõ áåðåãàõ, ÷òîáû åãî ïóòü áûë êîðî÷å, ÷åì ó ïåðâîãî?
Êàêîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü îòíîøåíèå äëèíû áîëüøåãî ïóòè
ê ìåíüøåìó?

Ðåøåíèå.

Èçîáðàçèì ïðÿìîóãîëüíûé êàðüåð ADCD è âïèñàííûé â íåãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíûé ìàðøðóò âòîðîãî ïëîâöà NLMK.
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Îòðàçèì ñèììåòðè÷íî ÷åðòåæ ñíà÷àëà îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû CD, çàòåì
îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû CB′, íàêîíåö, îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû A′B′.
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N ′ D′

Ïî ïîñòðîåíèþ îòðåçêè ND è N ′D′ ðàâíû è ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó. Ñëå-
äîâàòåëüíî, AA′N ′N � ïàðàëëåëîãðàìì, è åãî ñòîðîíà NN ′ ðàâíà óäâîåííîé
äèàãîíàëè èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà AC (ò.å. äëèíå ïóòè ïåðâîãî ïëîâöà).

ßñíî, ÷òî ñóììà äëèí îòðåçêîâ NK, KM ′, M ′L′ è L′N ′ ðàâíà ïåðèìåòðó
÷åòûðåõóãîëüíèêà NLMK (ò.å. äëèíå ïóòè âòîðîãî ïëîâöà).

Íî äëèíà ëîìàíîé NKM ′L′N ′ íå ìåíüøå äëèíû îòðåçêà NN ′, ÿâëÿþùå-
ãîñÿ êðàò÷àéøèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè N è N ′. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïóòü âòîðîãî ïëîâöà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå (êîðî÷å) ïóòè ïåðâîãî.

Ïóòè ìîæíî ñäåëàòü ðàâíûìè, åñëè ïåðåíåñòè (ïîëüçóÿñü ñèììåòðèåé ïî-
ñòðîåíèÿ) òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà NN ′ ñî ñòîðîíàìè DC, CB′ è B′A′ íà
èñõîäíûé ïðÿìîóãîëüíèê. (Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ òàêèì îáðà-
çîì ôèãóðà áóäåò ïàðàëëåëîãðàììîì, íî ýòî íå âõîäèò â ïîñòàíîâêó çàäà÷è.)

Ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè ïóòè ïëîâöîâ áóäóò ðàâíû è èõ îòíîøåíèå áóäåò
ðàâíî 1.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññóæäåíèÿõ íèãäå íå èñïîëüçîâàíî òî, â êàêîé ïðîïîðöèè
èñõîäíàÿ òî÷êà N äåëèò ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêà AD.

Îòâåò:

ïóòü âòîðîãî ïëîâöà íå ìîæåò áûòü êîðî÷å, ÷åì ó ïåðâîãî;
ìèíèìàëüíîå îòíîøåíèå äëèíû áîëüøåãî ïóòè ê ìåíüøåìó ðàâíî 1.
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Çàäà÷à 4.

Â êëàäîâîé Ïîí÷èêà è â êëàäîâîé Ñèðîï÷èêà çàïàñåíî ñóììàðíî 100 êã
âàðåíüÿ. Íà ïîåäàíèå ñâîèõ çàïàñîâ ó êàæäîãî êîðîòûøêè óøëî îäèíàêîâîå
âðåìÿ íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíè îáëàäàþò ðàçíîé ïðîæîðëèâîñòüþ. ¾Åñëè áû
ìîé çàïàñ áûë ðàâåí òâîåìó, òî ÿ áû ñúåë åãî çà 45 äíåé¿ � çàÿâèë òîâàðèùó
Ïîí÷èê. ¾À åñëè áû ìîé çàïàñ áûë ðàâåí òâîåìó, ÿ áû ñúåë åãî âñåãî çà 20
äíåé¿ � îòâåòèë Ñèðîï÷èê. Êàêîå êîëè÷åñòâî âàðåíüÿ è ñ êàêîé ïðîæîðëèâî-
ñòüþ ñúåë êàæäûé èç êîðîòûøåê? (Íå çàáóäüòå óêàçàòü åäèíèöû èçìåðåíèÿ.)

Ðåøåíèå.

Ïóñòü Ïîí÷èê èìååò x êã âàðåíüÿ, à Ñèðîï÷èê � â n ðàç áîëüøå, ò.å. nx

êã. Òîãäà ïðîæîðëèâîñòü Ïîí÷èêà ðàâíà
nx

45
, à ïðîæîðëèâîñòü Ñèðîï÷èêà

x

20
.

Òîãäà ðàâåíñòâî âðåìÿ ïîåäàíèÿ çàïàñîâ äàåò óðàâíåíèå

x

nx/45
=

nx

x/20
,

îòêóäà

n2 =
45

20
=

9

4
,

ñëåäîâàòåëüíî, n =
3

2
.

Èç óðàâíåíèÿ

x+
3

2
· x = 100

íàõîäèì x = 40. Òàêèì îáðàçîì, ó Ïîí÷èêà áûëî ïðèïàñåíî 40 êã âàðåíüÿ, à
ó Ñèðîï÷èêà � 60 êã.

Èõ ïðîæîðëèâîñòü ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî
60

45
=

4

3
êã/äåíü è

40

20
= 2 êã/äåíü.

Îòâåò:

Ïîí÷èê: 40 êã âàðåíüÿ,
4

3
êã/äåíü;

Ñèðîï÷èê: 60 êã âàðåíüÿ, è 2 êã/äåíü.

Çàäà÷à 5.

Èìååò ëè óðàâíåíèå

1

x
+

1

x+ 1
+

1

x+ 2
+ · · ·+ 1

x2 − 1
+

1

x2
= 1

ðåøåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, áîëüøèõ åäèíèöû?
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Ðåøåíèå.
Ïóñòü öåëîå x = n ≥ 2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, îáîçíà÷èì âûðàæåíèå â ëåâîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ êàê S(n). Â ëåâîé ÷àñòè ïðè ýòîì ðîâíî n2−n+1 ñëàãàåìûõ.
Êàæäîå ñëàãàåìîå êðîìå ïåðâîãî çàìåíèì ìåíüøèì åãî ïîëîæèòåëüíûì

÷èñëîì 1/n2. Òîãäà

S(n) >
1

n
+ (n2 − n) 1

n2
=

1

n
+
n2 − n
n2

= 1.

Ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.
Îòâåò: ðåøåíèé íå èìååò.
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ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âàðèàíò 17081 äëÿ 8 êëàññà

Çàäà÷à 1.

Ãîëîâàñòèêè òðèàñîâîé äèñêîãëîññû èìåþò ïî ïÿòü íîã, à ó ãîëîâàñòèêîâ
ñàáëåçóáîé ëÿãóøêè îòðàñòàåò íåñêîëüêî õâîñòîâ (ó âñåõ îäèíàêîâîå êîëè÷å-
ñòâî). Ñîòðóäíèê ïàðêà þðñêîãî ïåðèîäà çà÷åðïíóë âìåñòå ñ âîäîé íåñêîëüêî
ãîëîâàñòèêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî âñåãî ó ïîéìàííûõ áûëî 100 íîã è 64 õâîñòà.
Ñêîëüêî æå õâîñòîâ èìååò êàæäûé ãëîâàñòèê ñàáëåçóáîé ëÿãóøêè, åñëè âñå
ïÿòèíîãèå ãëîâàñòèêè èìåþò îäèí õâîñò, à âñå ìíîãîõâîñòûå � ÷åòûðå íîãè?

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x êîëè÷åñòâî õâîñòîâ ó ãëîâàñòèêà ñàáëåçóáîé ëÿãóøêè.
Ïóñòü áûëî ïîéìàíî n ïÿòèíîãèõ è k ìíîãîõâîñòûõ ãîëîâàñòèêîâ. Ïîäñ÷åò
îáùåãî êîëè÷åñòâà íîã è õâîñòîâ äàåò óðàâíåíèÿ{

5n+ 4k = 100,

n+ xk = 64.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååì n ≤ 100/5 = 20, k ≤ 100/4 = 25.
Êðîìå òîãî, 4k = 5(20− n), ñëåäîâàòåëüíî, k êðàòíî 5.
Óìíîæèì òåïåðü âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû íà 5 è âû÷òåì èç ðåçóëüòàòà

ïåðâîå. Ïîëó÷èì

(5x− 4)k = 64 · 5− 100 = 220 = 2 · 2 · 5 · 11.

Ïîñêîëüêó ñëåâà ñòîèò ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ñ ó÷åòîì
ïîëó÷åííûõ îãðàíè÷åíûé, íàõîäèì, ÷òî k ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ

k = 5 èëè k = 10 èëè k = 20.

Ïîäñòàâèì èõ ïî î÷åðåäè â ñèñòåìó óðàâíåíèé. Ïðè k = 5 èìååì{
5n+ 20 = 100,

n+ 5x = 64,

îòêóäà n = 16. Íî 64− 16 = 48 íå êðàòíî 5. Ðåøåíèé íåò.
Ïðè k = 10 ïîëó÷àåì {

5n+ 40 = 100,

n+ 10x = 64,

îòêóäà n = 12. Íî 64− 12 = 52 íå êðàòíî 10. Ðåøåíèé ñíîâà íåò.
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Íàêîíåö, ïðè k = 20 íàõîäèì{
5n+ 80 = 100,

n+ 20x = 64,

îòêóäà n = 4 è n = 3.

Îòâåò: 3 õâîñòà.

Çàäà÷à 2.

Ìîæåò ëè ÷èñëî n2+n+2 äåëèòüñÿ íà 2019 ïðè êàêèõ-ëèáî íàòóðàëüíûõ
n? Ëèáî íàéäèòå òàêîå ìèíèìàëüíîå n, ëèáî äîêàæèòå íåâîçìîæíîñòü.

Ðåøåíèå.

Ðàçëîæèì äåëèòåëü: 2019 = 3 · 673.
×èñëî n2 äàåò ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòêè 0 è 1 (÷òî ëåêãî ïðîâåðèòü, íà-

ïðèìåð, ñîñòàâëÿÿ òàáëèöó îñòàòêîâ)

n n mod 3 n2 mod 3

0 0 0

1 1 1

2 2 1

Ïîýòîìó ÷èñëî n2 + n áóäåò äàâàòü ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòêè 0 è 2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, n2 + n+ 2 íå êðàòíî 3, à, çíà÷èò, íå äåëèòñÿ íà 2019.

Îòâåò: òàêèõ n íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 3.

Äâà ïëîâöà ïðîâîäÿò òðåíèðîâêè íà êàðüåðå ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû. Ïåð-
âîìó óäîáíåå âûõîäèòü íà óãîë êàðüåðà, ïîýòîìó îí ïðîïëûâàåò ïî äèàãîíàëè
äî ïðîòèâîïîëîæíîãî óãëà è îáðàòíî. Âòîðîìó ïëîâöó óäîáíåå íà÷èíàòü èç
òî÷êè, êîòîðàÿ äåëèò îäèí èç áåðåãîâ êàðüåðà â îòíîøåíèè 2018 : 2019. Îí
ïðîïëûâàåò ïî ÷åòûðåõóãîëüíèêó, ïîñåùàÿ ïî îäíîé òî÷êå íà êàæäîì áåðåãó,
è âîçâðàùàåòñÿ ê ìåñòó ñòàðòà. Ìîæåò ëè âòîðîé ïëîâåö òàê âûáðàòü òî÷êè
íà òðåõ äðóãèõ áåðåãàõ, ÷òîáû åãî ïóòü áûë êîðî÷å, ÷åì ó ïåðâîãî?

Ðåøåíèå.

Èçîáðàçèì ïðÿìîóãîëüíûé êàðüåð ADCD è âïèñàííûé â íåãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíûé ìàðøðóò âòîðîãî ïëîâöà NLMK.

Îòðàçèì ñèììåòðè÷íî ÷åðòåæ ñíà÷àëà îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû CD, çàòåì
îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû CB′, íàêîíåö, îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû A′B′.
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Ïî ïîñòðîåíèþ îòðåçêè ND è N ′D′ ðàâíû è ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó. Ñëå-
äîâàòåëüíî, AA′N ′N � ïàðàëëåëîãðàìì, è åãî ñòîðîíà NN ′ ðàâíà óäâîåííîé
äèàãîíàëè èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà AC (ò.å. äëèíå ïóòè ïåðâîãî ïëîâöà).

ßñíî, ÷òî ñóììà äëèí îòðåçêîâ NK, KM ′, M ′L′ è L′N ′ ðàâíà ïåðèìåòðó
÷åòûðåõóãîëüíèêà NLMK (ò.å. äëèíå ïóòè âòîðîãî ïëîâöà).

Íî äëèíà ëîìàíîé NKM ′L′N ′ íå ìåíüøå äëèíû îòðåçêà NN ′, ÿâëÿþùå-
ãîñÿ êðàò÷àéøèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè N è N ′. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïóòü âòîðîãî ïëîâöà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå (êîðî÷å) ïóòè ïåðâîãî.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññóæäåíèÿõ íèãäå íå èñïîëüçîâàíî òî, â êàêîé ïðîïîðöèè
èñõîäíàÿ òî÷êà N äåëèò ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêà AD.

Îòâåò:

ïóòü âòîðîãî ïëîâöà íå ìîæåò áûòü êîðî÷å, ÷åì ó ïåðâîãî (íî ìîæåò áûòü
ðàâåí åìó).

Çàäà÷à 4.

Â êëàäîâîé Ïîí÷èêà è â êëàäîâîé Ñèðîï÷èêà çàïàñåíî ñóììàðíî 100 êã
âàðåíüÿ. Íà ïîåäàíèå ñâîèõ çàïàñîâ ó êàæäîãî êîðîòûøêè óøëî îäèíàêîâîå
âðåìÿ íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíè îáëàäàþò ðàçíîé ïðîæîðëèâîñòüþ. ¾Åñëè áû
ìîé çàïàñ áûë ðàâåí òâîåìó, òî ÿ áû ñúåë åãî çà 45 äíåé¿ � çàÿâèë òîâàðèùó
Ïîí÷èê. ¾À åñëè áû ìîé çàïàñ áûë ðàâåí òâîåìó, ÿ áû ñúåë åãî âñåãî çà 20
äíåé¿ � îòâåòèë Ñèðîï÷èê. Êàêîå êîëè÷åñòâî âàðåíüÿ è ñ êàêîé ïðîæîðëèâî-
ñòüþ ñúåë êàæäûé èç êîðîòûøåê? (Íå çàáóäüòå óêàçàòü åäèíèöû èçìåðåíèÿ.)
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Ðåøåíèå.

Ïóñòü Ïîí÷èê èìååò x êã âàðåíüÿ, à Ñèðîï÷èê � â n ðàç áîëüøå, ò.å. nx

êã. Òîãäà ïðîæîðëèâîñòü Ïîí÷èêà ðàâíà
nx

45
, à ïðîæîðëèâîñòü Ñèðîï÷èêà

x

20
.

Òîãäà ðàâåíñòâî âðåìÿ ïîåäàíèÿ çàïàñîâ äàåò óðàâíåíèå

x

nx/45
=

nx

x/20
,

îòêóäà

n2 =
45

20
=

9

4
,

ñëåäîâàòåëüíî, n =
3

2
.

Èç óðàâíåíèÿ

x+
3

2
· x = 100

íàõîäèì x = 40. Òàêèì îáðàçîì, ó Ïîí÷èêà áûëî ïðèïàñåíî 40 êã âàðåíüÿ, à
ó Ñèðîï÷èêà � 60 êã.

Èõ ïðîæîðëèâîñòü ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî
60

45
=

4

3
êã/äåíü è

40

20
= 2 êã/äåíü.

Îòâåò:

Ïîí÷èê: 40 êã âàðåíüÿ,
4

3
êã/äåíü;

Ñèðîï÷èê: 60 êã âàðåíüÿ, è 2 êã/äåíü.

Çàäà÷à 5.

Èìååò ëè óðàâíåíèå

1

x
+

1

x+ 1
+

1

x+ 2
+ · · ·+ 1

x2 − 1
+

1

x2
= 1

ðåøåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, áîëüøèõ åäèíèöû?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü öåëîå x = n ≥ 2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, îáîçíà÷èì âûðàæåíèå â ëåâîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ êàê S(n). Â ëåâîé ÷àñòè ïðè ýòîì ðîâíî n2−n+1 ñëàãàåìûõ.
Êàæäîå ñëàãàåìîå êðîìå ïåðâîãî çàìåíèì ìåíüøèì åãî ïîëîæèòåëüíûì

÷èñëîì 1/n2. Òîãäà

S(n) >
1

n
+ (n2 − n) 1

n2
=

1

n
+
n2 − n
n2

= 1.

Ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.
Îòâåò: ðåøåíèé íå èìååò.
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ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âàðèàíò 17071 äëÿ 7 êëàññà

Çàäà÷à 1.

Ãîëîâàñòèêè òðèàñîâîé äèñêîãëîññû èìåþò ïî ïÿòü íîã, à ó ãîëîâàñòèêîâ
ñàáëåçóáîé ëÿãóøêè îòðàñòàåò íåñêîëüêî õâîñòîâ (ó âñåõ îäèíàêîâîå êîëè÷å-
ñòâî). Ñîòðóäíèê ïàðêà þðñêîãî ïåðèîäà çà÷åðïíóë âìåñòå ñ âîäîé íåñêîëüêî
ãîëîâàñòèêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî âñåãî ó ïîéìàííûõ áûëî 100 íîã è 64 õâîñòà.
Ñêîëüêî æå õâîñòîâ èìååò êàæäûé ãëîâàñòèê ñàáëåçóáîé ëÿãóøêè, åñëè âñå
ïÿòèíîãèå ãëîâàñòèêè èìåþò îäèí õâîñò, à âñå ìíîãîõâîñòûå � ÷åòûðå íîãè?

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x êîëè÷åñòâî õâîñòîâ ó ãëîâàñòèêà ñàáëåçóáîé ëÿãóøêè.
Ïóñòü áûëî ïîéìàíî n ïÿòèíîãèõ è k ìíîãîõâîñòûõ ãîëîâàñòèêîâ. Ïîäñ÷åò
îáùåãî êîëè÷åñòâà íîã è õâîñòîâ äàåò óðàâíåíèÿ{

5n+ 4k = 100,

n+ xk = 64.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååì n ≤ 100/5 = 20, k ≤ 100/4 = 25.
Êðîìå òîãî, 4k = 5(20− n), ñëåäîâàòåëüíî, k êðàòíî 5.
Óìíîæèì òåïåðü âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû íà 5 è âû÷òåì èç ðåçóëüòàòà

ïåðâîå. Ïîëó÷èì

(5x− 4)k = 64 · 5− 100 = 220 = 2 · 2 · 5 · 11.

Ïîñêîëüêó ñëåâà ñòîèò ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ñ ó÷åòîì
ïîëó÷åííûõ îãðàíè÷åíûé, íàõîäèì, ÷òî k ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ

k = 5 èëè k = 10 èëè k = 20.

Ïîäñòàâèì èõ ïî î÷åðåäè â ñèñòåìó óðàâíåíèé. Ïðè k = 5 èìååì{
5n+ 20 = 100,

n+ 5x = 64,

îòêóäà n = 16. Íî 64− 16 = 48 íå êðàòíî 5. Ðåøåíèé íåò.
Ïðè k = 10 ïîëó÷àåì {

5n+ 40 = 100,

n+ 10x = 64,

îòêóäà n = 12. Íî 64− 12 = 52 íå êðàòíî 10. Ðåøåíèé ñíîâà íåò.
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Íàêîíåö, ïðè k = 20 íàõîäèì{
5n+ 80 = 100,

n+ 20x = 64,

îòêóäà n = 4 è n = 3.

Îòâåò: 3 õâîñòà.

Çàäà÷à 2.

Ìîæåò ëè ÷èñëî n2+n+2 äåëèòüñÿ íà 2019 ïðè êàêèõ-ëèáî íàòóðàëüíûõ
n? Ëèáî íàéäèòå òàêîå ìèíèìàëüíîå n, ëèáî äîêàæèòå íåâîçìîæíîñòü.

Ðåøåíèå.

Ðàçëîæèì äåëèòåëü: 2019 = 3 · 673.
×èñëî n2 äàåò ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòêè 0 è 1 (÷òî ëåêãî ïðîâåðèòü, íà-

ïðèìåð, ñîñòàâëÿÿ òàáëèöó îñòàòêîâ)

n n mod 3 n2 mod 3

0 0 0

1 1 1

2 2 1

Ïîýòîìó ÷èñëî n2 + n áóäåò äàâàòü ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòêè 0 è 2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, n2 + n+ 2 íå êðàòíî 3, à, çíà÷èò, íå äåëèòñÿ íà 2019.

Îòâåò: òàêèõ n íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 3.

Âèíòèê è Øïóíòèê ïðîåêòèðîâàëè íàíîâåçäåõîä. Âèíòèê íà÷åðòèë ïðÿ-
ìîóãîëüíèê 9 × 11 ñì è îòìåòèë â íåì äâåñòè òî÷åê � ìåñò ïîä çàêëåïêè.
Øïóíòèê ðàçëèíîâàë ïðÿìîóãîëüíèê íà êâàäðàòíûå îòñåêè ñî ñòîðîíîé 1
ñì. Ïðè ýòîì íè îäíà ïîìåòêà Âèíòèêà íå ïîïàëà íà ëèíèè Øïóíòèêà. Äîêà-
æèòå, ÷òî îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ îòñåê, íà êîòîðûé ïðèõîäèòñÿ òðè èëè áîëåå
çàêëåïêè.

Ðåøåíèå.

ßñíî, ÷òî Øïóíòèê ðàçáèë èñõîäíûé ïðÿìîóãîëüíèê íà 9× 11 = 99 êâàä-
ðàòîâ.

Åñëè â êàæäîì êâàäðàòå áóäåò ìåíåå òðåõ îòâåðñòèé, òî âñåãî îòâåðñòèé
áóäåò ìåíåå 198, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
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Çàäà÷à 4.

Â äâóõ îòäåëàõ ëàáîðàòîðèè ¾Ôàíòàñìàãîðèÿ¿ ðàçðàáàòûâàþò ìîáèëüíûå
ïðèëîæåíèÿ ïîä Android è ïîä iOS. Â îäèí èç ðàáî÷èõ äíåé âñå ñîòðóäíè-
êè ýòèõ îòäåëîâ îáìåíÿëèñü íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì ñîîáùåíèé. Ïðè ýòîì
êàæäûé ðàçðàáîò÷èê èç Android-îòäåëà îòïðàâèë ïî 7, à ïîëó÷èë ïî 15 ñîîá-
ùåíèé, à êàæäûé ðàçðàáîò÷èê èç iOS-îòäåëà îòïðàâèë ïî 15, à ïîëó÷èë ïî 9
ñîîáùåíèé. Ñîîáùåíèÿ ìîãëè áûòü îòïðàâëåíû êàê ñîòðóäíèêó ñâîåãî, òàê è
÷óæîãî îòäåëà. Â êàêîì îòäåëå ðàáîòàåò áîëüøå ñîòðóäíèêîâ?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü â Android-îòäåëå ðàáîòàåò n, à â iOS-îòäåëå m ÷åëîâåê. Âû÷èñëèì
îáùåå êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Áûëî îòïðàâëåíî 7n+ 15m ñîîáùåíèé.
Áûëî ïðèíÿòî 15n+ 9m ñîîáùåíèé.
Òîãäà

7n+ 15m = 15n+ 9m,

îòêóäà
6m = 8n.

Ïîñêîëüêó ñëåâà ïåðâûé ìíîæèòåëü ìåíüøå, òî âòîðîé äîëæåí áûòü áîëü-
øå. Ñëåäîâàòåëüíî, m > n.

Îòâåò: â iOS-îòäåëå áîëüøå ÷åëîâåê.

Çàäà÷à 5.

Êàê-òî ðàç Áàáà ßãà è Êîùåé Áåññìåðòíûé ïûòàëèñü ïîðîâíó ïîäåëèòü
÷óäåñíûé ïîðîøîê, êîòîðûé âñå îáðàùàåò â çîëîòî. Áàáà ßãà äîñòàëà âåñû è
âçâåñèëà âåñü ïîðîøîê. Âåñû ïîêàçàëè 6 çîëîòíèêîâ. Çàòåì îíà ñòàëà óáèðàòü
ïîðîøîê, ïîêà âåñû íå ïîêàçàëè 3 çîëîòíèêà. Îäíàêî Êîùåé çàïîäîçðèë, ÷òî
âåñû âðóò, è âçâåñèë îòäåëüíî íà òåõ æå âåñàõ (äðóãèõ íå áûëî) îòñûïàííóþ
÷àñòü ïîðîøêà. Âåñû ïîêàçàëè 2 çîëîòíèêà. Îïðåäåëèòå òî÷íûé âåñ òåõ äâóõ
÷àñòåé, íà êîòîðûå Áàáà ßãà ðàçäåëèëà ïîðîøîê. Ñ÷èòàéòå, ÷òî åñëè âåñû
âðóò, òî âñåãäà íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó.

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A âåñ ïåðâîé ÷àñòè (òîé, ÷òî îñòàëàñü íà âåñàõ), ÷åðåç B
âåñ âòîðîé ÷àñòè (òîé, ÷òî áûëà îòñûïàíà), ÷åðåç d îøèáêó âåñîâ.

Òîãäà ðåçóëüòàò ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ (âñåãî ïîðîøêà) äàåò

A+B + d = 6,

ðåçóëüòàò âòîðîãî âçâåøèâàíèÿ (ïîñëå îòñûïàíèÿ) äàåò

A+ d = 3
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è ðåçóëüòàò ïîñëåäíåãî âçâåøèâàíèÿ (îòñûïàííîé ÷àñòè) äàåò

B + d = 2.

Ñêëàäûâàÿ äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî

A+B + 2d = 5.

Âû÷èòàÿ èç ïîëó÷åííîãî ñàìîå ïåðâîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

d = −1.

Òàêèì îáðàçîì, âåñû óìåíüøàþò âñå ïîêàçàíèÿ íà 1 çîëîòíèê. Îòñþäà
ñðàçó ñëåäóåò îòâåò.

Îòâåò: 4 è 3 çîëîòíèêà.
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ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âàðèàíò 17061 äëÿ 6 êëàññà

Çàäà÷à 1.

Çàäàíî ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäîé ïàðå öåëûõ ÷èñåë X è Y ñòàâèòñÿ
â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî XOY . (Çíà÷îê ¾O¿ îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ê
÷èñëàì X è Y .) Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë X, Y âåðíû ñâîéñòâà
1) XO 0 = X, 2) XO(Y − 1) = (XOY )− 2 3) XO(Y + 1) = (XOY ) + 2.
Íàéäèòå ôîðìóëó, êîòîðàÿ îïèñûâàåò äåéñòâèå çàäàííîãî ïðàâèëà, è ðå-

øèòå óðàâíåíèå
XOX = −2019.

Ðåøåíèå.

Íà÷íåì âûïèñûâàòü ïî ïîðÿäêó ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèèXOY ïðè
Y = 0, 1, 2, . . ., èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 3.

XO 0 = 0,

XO 1 = XO (0 + 1) = (XO 0) + 2 = X + 2,

XO 2 = XO (1 + 1) = (XO 1) + 2 = X + 4,

XO 3 = XO (2 + 1) = (XO 2) + 2 = X + 6

è òàê äàëåå. Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå x+ 2y.
Àíàëîãè÷íîå âûïèñûâàíèå ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè XOY ïðè

Y = −1,−2,−3, . . . (èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 2) òàêæå ïðèâîäèò ê ôîðìóëå x+2y.
Îñòàåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå

XOX = X + 2X = 3X = −2019.

Îòâåò. XOY = X + 2Y , ðåøåíèå óðàâíåíèÿ X = −673

Çàäà÷à 2.

×òî áîëüøå: ñóììà âñåõ íå÷åòíûõ ÷èñåë îò 1 ïî 2019 (âêëþ÷èòåëüíî) èëè
ñóììà âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë îò 2 ïî 2018 (âêëþ÷èòåëüíî)?

Ðåøåíèå.

Çàïèøåì óêàçàííûå ñóììû îäíó ïîä äðóãîé

N = 1 + 3 + 5 + . . .+ 2017 + 2019,

K = 2 + 4 + 6 + . . .+ 2018.

Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ âî âòîðîé ñóììå ðàâíî 2018/2 = 1009.
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Âèäíî, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå âòîðîé ñóììû íà åäèíèöó áîëüøå ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ñëàãàåìîãî ïåðâîé ñóììû (ñòîÿùåãî ðîâíî íà íèì). Ïîýòîìó, ÷òî-
áû èç K ïîëó÷èòü N íóæíî 1009 ðàç âû÷åñòü åäèíèöó è çàòåì ïðèáàâèòü
ñëàãàåìîå +2019 (êîòîðîìó íåò ïàðû â ñóììå K). Ïîëó÷àåì

N = K − 1 · 1009 + 2019 = K + 1010.

Òàêèì îáðàçîì, N > K.

Îòâåò: ñóììà íå÷åòíûõ áîëüøå.

Çàäà÷à 3.

Âèíòèê èØïóíòèê ïðîåêòèðîâàëè íàíîâåçäåõîä. Âèíòèê íà÷åðòèë ïðÿìî-
óãîëüíèê è íàìåòèë â íåì äâàäöàòü îòâåðñòèé äëÿ êîëåñ. Øïóíòèê ðàçäåëèë
ïðÿìîóãîëüíèê íà îòñåêè, íà÷åðòèâ äâå ëèíèè, ïàðàëëåëüíûå îäíîé ñòîðîíå
ïðÿìîóãîëüíèêà, è åùå äâå, ïàðàëëåëüíûå äðóãîé. Ïðè ýòîì íè îäíî îòâåð-
ñòèå Âèíòèêà íå ïîïàëî íà ëèíèè Øïóíòèêà. Äîêàæèòå, ÷òî îáÿçàòåëüíî
íàéäåòñÿ îòñåê ñ òðåìÿ èëè áîëåå îòâåðñòèÿìè.

Ðåøåíèå.

ßñíî, ÷òî 4 ëèíèè, ïîïàðíî ïàðàëåëüíûå ñòîðîíàì ïðÿìîóãîëüíèêà, ðàç-
áèâàþò åãî íà 9 ÷àñòåé.

Åñëè â êàæäîé ÷àñòè áóäåò íå áîëåå äâóõ îòâåðñòèé, òî âñåãî èõ áóäåò íå
áîëåå 18-òè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çàäà÷à 4.

Â äâóõ îòäåëàõ ëàáîðàòîðèè ¾Ôàíòàñìàãîðèÿ¿ ðàçðàáàòûâàþò ìîáèëüíûå
ïðèëîæåíèÿ ïîä Android è ïîä iOS. Â îäèí èç ðàáî÷èõ äíåé âñå ñîòðóäíè-
êè ýòèõ îòäåëîâ îáìåíÿëèñü íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì ñîîáùåíèé. Ïðè ýòîì
êàæäûé ðàçðàáîò÷èê èç Android-îòäåëà îòïðàâèë ïî 7, à ïîëó÷èë ïî 15 ñîîá-
ùåíèé, à êàæäûé ðàçðàáîò÷èê èç iOS-îòäåëà îòïðàâèë ïî 15, à ïîëó÷èë ïî 9
ñîîáùåíèé. Ñîîáùåíèÿ ìîãëè áûòü îòïðàâëåíû êàê ñîòðóäíèêó ñâîåãî, òàê è
÷óæîãî îòäåëà. Â êàêîì îòäåëå ðàáîòàåò áîëüøå ñîòðóäíèêîâ?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü â Android-îòäåëå ðàáîòàåò n, à â iOS-îòäåëå m ÷åëîâåê. Âû÷èñëèì
îáùåå êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Áûëî îòïðàâëåíî 7n+ 15m ñîîáùåíèé.
Áûëî ïðèíÿòî 15n+ 9m ñîîáùåíèé.
Òîãäà

7n+ 15m = 15n+ 9m,
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îòêóäà
6m = 8n.

Ïîñêîëüêó ñëåâà ïåðâûé ìíîæèòåëü ìåíüøå, òî âòîðîé äîëæåí áûòü áîëü-
øå. Ñëåäîâàòåëüíî, m > n.

Îòâåò: â iOS-îòäåëå áîëüøå ÷åëîâåê.

Çàäà÷à 5.

Êàê-òî ðàç Áàáà ßãà è Êîùåé Áåññìåðòíûé ïûòàëèñü ïîðîâíó ïîäåëèòü
÷óäåñíûé ïîðîøîê, êîòîðûé âñå îáðàùàåò â çîëîòî. Áàáà ßãà äîñòàëà âåñû è
âçâåñèëà âåñü ïîðîøîê. Âåñû ïîêàçàëè 6 çîëîòíèêîâ. Çàòåì îíà ñòàëà óáèðàòü
ïîðîøîê, ïîêà âåñû íå ïîêàçàëè 3 çîëîòíèêà. Îäíàêî Êîùåé çàïîäîçðèë, ÷òî
âåñû âðóò, è âçâåñèë îòäåëüíî íà òåõ æå âåñàõ (äðóãèõ íå áûëî) îòñûïàííóþ
÷àñòü ïîðîøêà. Âåñû ïîêàçàëè 2 çîëîòíèêà. Îïðåäåëèòå òî÷íûé âåñ òåõ äâóõ
÷àñòåé, íà êîòîðûå Áàáà ßãà ðàçäåëèëà ïîðîøîê. Ñ÷èòàéòå, ÷òî åñëè âåñû
âðóò, òî âñåãäà íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó.

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A âåñ ïåðâîé ÷àñòè (òîé, ÷òî îñòàëàñü íà âåñàõ), ÷åðåç B
âåñ âòîðîé ÷àñòè (òîé, ÷òî áûëà îòñûïàíà), ÷åðåç d îøèáêó âåñîâ.

Òîãäà ðåçóëüòàò ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ (âñåãî ïîðîøêà) äàåò

A+B + d = 6,

ðåçóëüòàò âòîðîãî âçâåøèâàíèÿ (ïîñëå îòñûïàíèÿ) äàåò

A+ d = 3

è ðåçóëüòàò ïîñëåäíåãî âçâåøèâàíèÿ (îòñûïàííîé ÷àñòè) äàåò

B + d = 2.

Ñêëàäûâàÿ äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî

A+B + 2d = 5.

Âû÷èòàÿ èç ïîëó÷åííîãî ñàìîå ïåðâîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

d = −1.

Òàêèì îáðàçîì, âåñû óìåíüøàþò âñå ïîêàçàíèÿ íà 1 çîëîòíèê. Îòñþäà
ñðàçó ñëåäóåò îòâåò.

Îòâåò: 4 è 3 çîëîòíèêà.
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ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âàðèàíò 17051 äëÿ 5 êëàññà

Çàäà÷à 1.

Çàäàíî ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäîé ïàðå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë X è Y ñòà-
âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî XOY (çíà÷îê ¾O¿ îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå ïðàâèëà
ê ÷èñëàì X è Y ). Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë X, Y âåðíû ñâîéñòâà

1) XO 0 = X, 2) XO(Y + 1) = (XOY ) + 2.
Íàéäèòå ôîðìóëó, êîòîðàÿ îïèñûâàåò äåéñòâèå çàäàííîãî ïðàâèëà, è îïðå-

äåëèòå, ÷åìó ðàâíî 2019 O 19?

Ðåøåíèå.

Íà÷íåì âûïèñûâàòü ïî ïîðÿäêó ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèèXOY ïðè
Y = 0, 1, 2, . . ., èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 2.

XO 0 = 0,

XO 1 = XO (0 + 1) = (XO 0) + 2 = X + 2,

XO 2 = XO (1 + 1) = (XO 1) + 2 = X + 4,

XO 3 = XO (2 + 1) = (XO 2) + 2 = X + 6

è òàê äàëåå. Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå x+ 2y.
Îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü

2019O19 = 2019 + 2 · 19 = 2057.

Îòâåò: XOY = X + 2Y , 2019O19 = 2057.

Çàäà÷à 2.

×òî áîëüøå: ñóììà âñåõ íå÷åòíûõ ÷èñåë îò 1 ïî 2019 (âêëþ÷èòåëüíî) èëè
ñóììà âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë îò 2 ïî 2018 (âêëþ÷èòåëüíî)?

Ðåøåíèå.

Çàïèøåì óêàçàííûå ñóììû îäíó ïîä äðóãîé

N = 1 + 3 + 5 + . . .+ 2017 + 2019,

K = 2 + 4 + 6 + . . .+ 2018.

Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ âî âòîðîé ñóììå ðàâíî 2018/2 = 1009.
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Âèäíî, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå âòîðîé ñóììû íà åäèíèöó áîëüøå ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ñëàãàåìîãî ïåðâîé ñóììû (ñòîÿùåãî ðîâíî íà íèì). Ïîýòîìó, ÷òî-
áû èç K ïîëó÷èòü N íóæíî 1009 ðàç âû÷åñòü åäèíèöó è çàòåì ïðèáàâèòü
ñëàãàåìîå +2019 (êîòîðîìó íåò ïàðû â ñóììå K). Ïîëó÷àåì

N = K − 1 · 1009 + 2019 = K + 1010.

Òàêèì îáðàçîì, N > K.

Îòâåò: ñóììà íå÷åòíûõ áîëüøå.

Çàäà÷à 3.

Âèíòèê èØïóíòèê ïðîåêòèðîâàëè íàíîâåçäåõîä. Âèíòèê íà÷åðòèë ïðÿìî-
óãîëüíèê è íàìåòèë â íåì äâàäöàòü îòâåðñòèé äëÿ êîëåñ. Øïóíòèê ðàçäåëèë
ïðÿìîóãîëüíèê íà îòñåêè, íà÷åðòèâ äâå ëèíèè, ïàðàëëåëüíûå îäíîé ñòîðîíå
ïðÿìîóãîëüíèêà, è åùå äâå, ïàðàëëåëüíûå äðóãîé. Ïðè ýòîì íè îäíî îòâåð-
ñòèå Âèíòèêà íå ïîïàëî íà ëèíèè Øïóíòèêà. Äîêàæèòå, ÷òî îáÿçàòåëüíî
íàéäåòñÿ îòñåê ñ òðåìÿ èëè áîëåå îòâåðñòèÿìè.

Ðåøåíèå.

ßñíî, ÷òî 4 ëèíèè, ïîïàðíî ïàðàëåëüíûå ñòîðîíàì ïðÿìîóãîëüíèêà, ðàç-
áèâàþò åãî íà 9 ÷àñòåé.

Åñëè â êàæäîé ÷àñòè áóäåò íå áîëåå äâóõ îòâåðñòèé, òî âñåãî èõ áóäåò íå
áîëåå 18-òè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çàäà÷à 4.

Â äâóõ îòäåëàõ ëàáîðàòîðèè ¾Ôàíòàñìàãîðèÿ¿ ðàçðàáàòûâàþò ìîáèëüíûå
ïðèëîæåíèÿ ïîä Android è ïîä iOS. Â îäèí èç ðàáî÷èõ äíåé âñå ñîòðóäíè-
êè ýòèõ îòäåëîâ îáìåíÿëèñü íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì ñîîáùåíèé. Ïðè ýòîì
êàæäûé ðàçðàáîò÷èê èç Android-îòäåëà îòïðàâèë ïî 7, à ïîëó÷èë ïî 15 ñîîá-
ùåíèé, à êàæäûé ðàçðàáîò÷èê èç iOS-îòäåëà îòïðàâèë ïî 15, à ïîëó÷èë ïî 9
ñîîáùåíèé. Ñîîáùåíèÿ ìîãëè áûòü îòïðàâëåíû êàê ñîòðóäíèêó ñâîåãî, òàê è
÷óæîãî îòäåëà. Â êàêîì îòäåëå ðàáîòàåò áîëüøå ñîòðóäíèêîâ?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü â Android-îòäåëå ðàáîòàåò n, à â iOS-îòäåëå m ÷åëîâåê. Âû÷èñëèì
îáùåå êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Áûëî îòïðàâëåíî 7n+ 15m ñîîáùåíèé.
Áûëî ïðèíÿòî 15n+ 9m ñîîáùåíèé.
Òîãäà

7n+ 15m = 15n+ 9m,
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îòêóäà
6m = 8n.

Ïîñêîëüêó ñëåâà ïåðâûé ìíîæèòåëü ìåíüøå, òî âòîðîé äîëæåí áûòü áîëü-
øå. Ñëåäîâàòåëüíî, m > n.

Îòâåò: â iOS-îòäåëå áîëüøå ÷åëîâåê.

Çàäà÷à 5.

Êàê-òî ðàç Áàáà ßãà è Êîùåé Áåññìåðòíûé ïûòàëèñü ïîðîâíó ïîäåëèòü
÷óäåñíûé ïîðîøîê, êîòîðûé âñå îáðàùàåò â çîëîòî. Áàáà ßãà äîñòàëà âåñû è
âçâåñèëà âåñü ïîðîøîê. Âåñû ïîêàçàëè 6 çîëîòíèêîâ. Çàòåì îíà ñòàëà óáèðàòü
ïîðîøîê, ïîêà âåñû íå ïîêàçàëè 3 çîëîòíèêà. Îäíàêî Êîùåé çàïîäîçðèë, ÷òî
âåñû âðóò, è âçâåñèë îòäåëüíî íà òåõ æå âåñàõ (äðóãèõ íå áûëî) îòñûïàííóþ
÷àñòü ïîðîøêà. Âåñû ïîêàçàëè 2 çîëîòíèêà. Îïðåäåëèòå òî÷íûé âåñ òåõ äâóõ
÷àñòåé, íà êîòîðûå Áàáà ßãà ðàçäåëèëà ïîðîøîê. Ñ÷èòàéòå, ÷òî åñëè âåñû
âðóò, òî âñåãäà íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó (íî íåèçâåñòíî, â áîëüøóþ èëè â
ìåíüøóþ ñòîðîíó).

Ðåøåíèå.

Èìååì òðè âçâåøèâàíèÿ:

÷àñòü 1 = 3 (çîëîòíèêà) + îøèáêà âåñîâ,
÷àñòü 2 = 2 (çîëîòíèêà) + îøèáêà âåñîâ,

÷àñòü 1 + ÷àñòü 2 = 6 (çîëîòíèêîâ) + îøèáêà âåñîâ,

Èç ýòèõ çàïèñåé ñëåäóåò, ÷òî

6 (çîëîòíèêîâ)+ îøèáêà âåñîâ =

= 5 (çîëîòíèêîâ)+ îøèáêà âåñîâ+ îøèáêà âåñîâ.

Òàêèì îáðàçîì, îøèáêà âåñîâ ðàâíà 1 çîëîòíèêó.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòü 1 âåñèò 4 çîëîòíèêà, à ÷àñòü 2 âåñèò 3 çîëîòíèêà.

Îòâåò: 4 è 3 çîëîòíèêà.
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