
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï. Î÷íàÿ ôîðìà.

ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÊÎÌÏËÅÊÑÓ ÏÐÅÄÌÅÒÎÂ
(ÔÈÇÈÊÀ, ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ, ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ)

ÂÀÐÈÀÍÒ 47111 äëÿ 11 êëàññà

Ñîãëàñíî ýïèçîäó, íå âîøåäøåìó â îêîí÷àòåëüíûé òåêñò ïîâåñòè, ñòàðàÿ ãðàôèíÿ áû-
ëà òàê âçâîëíîâàíà ïîÿâëåíèåì Ãåðìàííà â ñâîåé ñïàëüíå, ÷òî óðîíèëà äðàãîöåííûå áóñû
(êîòîðûå, êàê ãîâîðÿò, ñòîèëè íå ìåíüøå, ÷åì òðè çàâåòíûå êàðòû). Áóñû ïîòîì íå íà-
øëèñü. Õîäÿò ñëóõè, ÷òî îíè ïîïàëè â ùåëü ìåæäó áàëêàìè è ñïîëçàþò â ïîäêëåò çäàíèÿ.
Ìíîãèå äî ñèõ ïîð èùóò â ðóêîïèñÿõ àäðåñ ¾äîìà ñòàðèííîé àðõèòåêòóðû â îäíîé èç
ãëàâíûõ óëèö Ïåòåðáóðãà¿, îæèäàÿ, ÷òî äðàãîöåííàÿ äèêîâèíêà âûñêîëüçíåò, íàêîíåö,
íàðóæó.

Ïîïðîáóåì ñìîäåëèðîâàòü íåêîòîðóþ ÷àñòü ýòîãî ïðîöåññà.

Ïðåäñòàâèì ðàññòåãíóòûå áóñû êàê öåïî÷êó èç 50 ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì øàðèêîâ
(âïëîòíóþ äðóã ê äðóãó), ðàñïîëîæåííûõ âåðòèêàëüíî è ñêîëüçÿùèõ âíèç ïî ðîâíîìó
âåðòèêàëüíîìó êàíàëó ìåæäó äâóìÿ ïëàñòèíàìè (ñì. ðèñ).
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Ïóñòü äèàìåòð øàðèêîâD = 2 ñì, ìàññà êàæäîãî èç íèõm = 20 ã, ñèëà òðåíèÿ êàæäîãî
øàðèêà î ëåâóþ ïëîñêîñòü ðàâíà ñèëå òðåíèÿ î ïðàâóþ ïëîñêîñòü è ðàâíà Fòð = 0.1 Í.
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ïðèìåì ðàâíûì g = 9.81 ì/c2.

Ïóñòü òàêæå (äëÿ ïðîñòîòû) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íèæíèé øàðèê âûñêàëüçû-
âàåò èç êàíàëà ñ íóëåâîé ñòàðòîâîé ñêîðîñòüþ.

1. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü öåïî÷êè â ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà èç êàíàëà âûñêîëüçíåò
âòîðîé, à çàòåì òðåòèé øàðèê.

2. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü öåïî÷êè â òîò ìîìåíò, êîãäà èç êàíàëà âûñêîëüçíåò ïîñëåäíèé
øàðèê.

3. Îïðåäåëèòå âðåìÿ, çà êîòîðîå öåïî÷êà ïîëíîñòüþ âûñêîëüçíåò èç êàíàëà.

4. Ïóñòü íà ðàññòîÿíèè H = 2 ì îò íèæíåãî êðàÿ ïëàñòèí íàõîäèòñÿ ãîðèçîíòàëüíûé
ïîë. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé íèæíèé øàðèê óäàðèòñÿ î íåãî.

5. Ïîäáåðèòå ïðèìåðíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû Fòð, ïðè êîòîðîì âðåìÿ ïîëíîãî âûñêàëü-
çûâàíèÿ áóñ áóäåò âäâîå ìåíüøå âðåìåíè, íàéäåííîãî â ï. 3.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï. Î÷íàÿ ôîðìà.

ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÊÎÌÏËÅÊÑÓ ÏÐÅÄÌÅÒÎÂ
(ÔÈÇÈÊÀ, ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ, ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ)

ÂÀÐÈÀÍÒ 47101 äëÿ 10 êëàññà

Ñîãëàñíî ýïèçîäó, íå âîøåäøåìó â îêîí÷àòåëüíûé òåêñò ïîâåñòè, ñòàðàÿ ãðàôèíÿ áû-
ëà òàê âçâîëíîâàíà ïîÿâëåíèåì Ãåðìàííà â ñâîåé ñïàëüíå, ÷òî óðîíèëà äðàãîöåííûå áóñû
(êîòîðûå, êàê ãîâîðÿò, ñòîèëè íå ìåíüøå, ÷åì òðè çàâåòíûå êàðòû). Áóñû ïîòîì íå íà-
øëèñü. Õîäÿò ñëóõè, ÷òî îíè ïîïàëè â ùåëü ìåæäó áàëêàìè è ñïîëçàþò â ïîäêëåò çäàíèÿ.
Ìíîãèå äî ñèõ ïîð èùóò â ðóêîïèñÿõ àäðåñ ¾äîìà ñòàðèííîé àðõèòåêòóðû â îäíîé èç
ãëàâíûõ óëèö Ïåòåðáóðãà¿, îæèäàÿ, ÷òî äðàãîöåííàÿ äèêîâèíêà âûñêîëüçíåò, íàêîíåö,
íàðóæó.

Ïîïðîáóåì ñìîäåëèðîâàòü íåêîòîðóþ ÷àñòü ýòîãî ïðîöåññà.

Ïðåäñòàâèì ðàññòåãíóòûå áóñû êàê öåïî÷êó èç 50 ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì øàðèêîâ
(âïëîòíóþ äðóã ê äðóãó), ðàñïîëîæåííûõ âåðòèêàëüíî è ñêîëüçÿùèõ âíèç ïî ðîâíîìó
âåðòèêàëüíîìó êàíàëó ìåæäó äâóìÿ ïëàñòèíàìè (ñì. ðèñ).
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Ïóñòü äèàìåòð øàðèêîâD = 2 ñì, ìàññà êàæäîãî èç íèõm = 20 ã, ñèëà òðåíèÿ êàæäîãî
øàðèêà î ëåâóþ ïëîñêîñòü ðàâíà ñèëå òðåíèÿ î ïðàâóþ ïëîñêîñòü è ðàâíà Fòð = 0.1 Í.
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ïðèìåì ðàâíûì g = 9.81 ì/c2.

Ïóñòü òàêæå (äëÿ ïðîñòîòû) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íèæíèé øàðèê âûñêàëüçû-
âàåò èç êàíàëà ñ íóëåâîé ñòàðòîâîé ñêîðîñòüþ.

1. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü öåïî÷êè â ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà èç êàíàëà âûñêîëüçíåò
âòîðîé, à çàòåì òðåòèé øàðèê.

2. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü öåïî÷êè â òîò ìîìåíò, êîãäà èç êàíàëà âûñêîëüçíåò ïîñëåäíèé
øàðèê.

3. Îïðåäåëèòå âðåìÿ, çà êîòîðîå öåïî÷êà ïîëíîñòüþ âûñêîëüçíåò èç êàíàëà.

4. Ïóñòü íà ðàññòîÿíèè H = 2 ì îò íèæíåãî êðàÿ ïëàñòèí íàõîäèòñÿ ãîðèçîíòàëüíûé
ïîë. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé íèæíèé øàðèê óäàðèòñÿ î íåãî.

2



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï. Î÷íàÿ ôîðìà.

ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÊÎÌÏËÅÊÑÓ ÏÐÅÄÌÅÒÎÂ
(ÔÈÇÈÊÀ, ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ, ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ)

ÂÀÐÈÀÍÒ 47091 äëÿ 9 êëàññà

Ñîãëàñíî ýïèçîäó, íå âîøåäøåìó â îêîí÷àòåëüíûé òåêñò ïîâåñòè, ñòàðàÿ ãðàôèíÿ áû-
ëà òàê âçâîëíîâàíà ïîÿâëåíèåì Ãåðìàííà â ñâîåé ñïàëüíå, ÷òî óðîíèëà äðàãîöåííûå áóñû
(êîòîðûå, êàê ãîâîðÿò, ñòîèëè íå ìåíüøå, ÷åì òðè çàâåòíûå êàðòû). Áóñû ïîòîì íå íà-
øëèñü. Õîäÿò ñëóõè, ÷òî îíè ïîïàëè â ùåëü ìåæäó áàëêàìè è ñïîëçàþò â ïîäêëåò çäàíèÿ.
Ìíîãèå äî ñèõ ïîð èùóò â ðóêîïèñÿõ àäðåñ ¾äîìà ñòàðèííîé àðõèòåêòóðû â îäíîé èç
ãëàâíûõ óëèö Ïåòåðáóðãà¿, îæèäàÿ, ÷òî äðàãîöåííàÿ äèêîâèíêà âûñêîëüçíåò, íàêîíåö,
íàðóæó.

Ïîïðîáóåì ñìîäåëèðîâàòü íåêîòîðóþ ÷àñòü ýòîãî ïðîöåññà.

Ïðåäñòàâèì ðàññòåãíóòûå áóñû êàê öåïî÷êó èç 50 ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì øàðèêîâ
(âïëîòíóþ äðóã ê äðóãó), ðàñïîëîæåííûõ âåðòèêàëüíî è ñêîëüçÿùèõ âíèç ïî ðîâíîìó
âåðòèêàëüíîìó êàíàëó ìåæäó äâóìÿ ïëàñòèíàìè (ñì. ðèñ).
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Ïóñòü äèàìåòð øàðèêîâD = 2 ñì, ìàññà êàæäîãî èç íèõm = 20 ã, ñèëà òðåíèÿ êàæäîãî
øàðèêà î ëåâóþ ïëîñêîñòü ðàâíà ñèëå òðåíèÿ î ïðàâóþ ïëîñêîñòü è ðàâíà Fòð = 0.1 Í.
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ïðèìåì ðàâíûì g = 9.81 ì/c2.

Ïóñòü òàêæå (äëÿ ïðîñòîòû) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íèæíèé øàðèê âûñêàëüçû-
âàåò èç êàíàëà ñ íóëåâîé ñòàðòîâîé ñêîðîñòüþ.

1. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü öåïî÷êè â ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà èç êàíàëà âûñêîëüçíåò
âòîðîé, à çàòåì òðåòèé øàðèê.

2. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü öåïî÷êè â òîò ìîìåíò, êîãäà èç êàíàëà âûñêîëüçíåò ïîñëåäíèé
øàðèê.

3. Îïðåäåëèòå âðåìÿ, çà êîòîðîå öåïî÷êà ïîëíîñòüþ âûñêîëüçíåò èç êàíàëà.
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ÐÅØÅÍÈÅ

1. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü öåïî÷êó èç M øàðèêîâ êàê åäèíîå òåëî.
Ïî âåðòèêàëè íà ýòî òåëî äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè Fòÿæ = M mg, íàïðàâëåííàÿ âíèç, è

ñèëû òðåíèÿ Fòð, ïðèëîæåííûå â òî÷êàõ êàñàíèÿ øàðèêîâ ñ ïëàñòèíàìè è íàïðàâëåííûå
ââåðõ. Ýòè ñèëû èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå íèæå äëÿ îäíîãî øàðèêà.
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Ñèëû òðåíèÿ ñ êàæäîé ñòîðîíû ðàâíû è ïðèëîæåíû íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ, ñëåäî-
âàòåëüíî êàæäûé øàðèê íå âðàùàåòñÿ, à äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî âíèç ïîä äåéñòèâåì
ðàçíèöû ìåæäó ñèëîé òÿæåñòè è ñóììîé ñèë òðåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ñèë òðåíèÿ
áóäåò óìåíüøàòüñÿ ïî ìåðå òîãî, êàê øàðèêè áóäóò âûñêàêèâàòü èç êàíàëà.

2. Ïóñòü â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè k øàðèêîâ óæå âûøëî èç êàíàëà. Òîãäà
ðàâíîäåéñòâóþùàÿ (íàïðàâëåííâàÿ âåðòèêàëüíî âíèç) ñèëà áóäåò ðàâíà

Fk = M mg − 2(M − k)Fòð

Ýòà ñèëà áóäåò ïðèäàâàòü óñêîðåíèå

ak = g − M − k

M

2Fòð

m
,

ñ êîòîðûì öåïî÷êà áóäåò äâèãàòüñÿ âíèç. Â òîò ìîìåíò, êîãäà âñÿ ñèñòåìà ñìåñòèòñÿ âíèç
íà ðàññòîÿíèå D, èç êàíàëà âûñêî÷èò î÷åðåäíîé øàðèê, è ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèëà èçìå-
íèòñÿ.

3. ×òîáû îòâåòèòü íà ïåðâûé âîïðîñ, íóæíî ðàññìîòðåòü ïåðåìåùåíèå öåïî÷êè âíèç
èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ íà ðàññòîÿíèå D, à çàòåì åùå íà òàêîå æå ðàññòîÿíèå.

Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü v0 = 0. Óñêîðåíèå, ïîëó÷àåìîå íà ïåðâîì ýòàïå, ðàâíî

a1 = g − M − 1

M

2Fòð

m
,

ïîñêîëüêó íà ïåðâûé (ñàìûé íèæíèé) øàðèê óæå íå äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, äëÿ ïðîõîæäåíèÿ ïóòè D ïîòðåáóåòñÿ âðåìÿ

t1 =

√
2D

a1
.
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Çà ýòî âðåìÿ áóäåò ïðèîáðåòåíà ñêîðîñòü

v1 = a1t1 =
√
2Da.

Ïî ïðîøåñòâèè âðåìåíè t1 èç êàíàëà âûñêî÷èò âòîðîé øàðèê. Òåïåðü öåïî÷êà áóäåò
èìåòü óñêîðåíèå

a2 = g − M − 2

M

2Fòð

m
,

Âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ñìåùåíèÿ âíèç íà ðàññòîÿíèå D ìîæíî íàéòè èç êâàäðàòíîãî
óðàâíåíèÿ

D = v1t+
a2t

2

2
.

Åãî êîðíè ðàâíû
−2v1 ±

√
4v21 + 8a2D

2a2
, è îäèí èç íèõ îòðèöàòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, (ñî-

êðàùàÿ íà 2)

t2 =
−v1 +

√
v21 + 2a2D

a2
.

Çà òàêîå âðåìÿ áóäåò ïðèîáðåòåíà ñêîðîñòü

v2 = v1 + a2t2 =
√

v21 + 2a2D.

4. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîèñêå âåëè÷èí t2 è v2 ìû èñïîëüçîâàëè òîëüêî óæå èçâåñòíûå
çíà÷åíèÿ t1 è v1, âåëè÷èíû æå ñ èíäåêñîì k = 0 íå òðåáîâàëèñü. Ïîýòîìó ìîæíî íàïèñàòü
ôîðìóëû äëÿ k-ãî ìîìåíòà ÷åðåç ïðåäûäóùèé:

ak = g − M − k

M

2Fòð

m
,

tk =
−vk−1 +

√
v2k−1 + 2akD

ak
,

vk = vk−1 + aktk =
√

v2k−1 + 2akD.

5. Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì ðàñ÷åòà ìîìåíòà âûñêàêèâàíèÿ ïðîçâîëü-
íîãî øàðèêà.

Àëãîðèòì �Øàðèê M�

Âõîä: M % íîìåð ïîñëåäíåãî âûøåäøåãî øàðèêà
Âûõîä: U, T % ñêîðîñòü íà âûõîäå è âðåìÿ îò íà÷àëà äâèæåíèÿ
íà÷àëî àëãîðèòìà

ïîëîæèòü T := 0; k := 1; v0 := 0;
ÏÎÊÀ k < M ;

Âû÷èñëèòü óñêîðåíèå ak = g − M − k

M

2Fòð

m
;

Âû÷èñëèòü âðåìÿ tk =
−vk−1 +

√
v2k−1 + 2akD

ak
;

Óâåëè÷èòü îáùåå âðåìÿ T = T + tk;

Âû÷èñëèòü ñêîðîñòü vk = vk−1 + aktk =
√

v2k−1 + 2akD;

Óâåëè÷èòü ñ÷åò÷èê k := k + 1;
ÊÎÍÅÖ_ÏÎÊÀ
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Ñîõðàíèòü ñêîðîñòü íà âûõîäå U = vk−1; % ò.ê. ñ÷åò÷èê áûë óâåëè÷åí
Âûâåñòè U ;
Âûâåñòè T ;
êîíåö àëãîðèòìà

6. Äëÿ îòâåòîâ íà 2 è 3 âîïðîñû òåïåðü äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü îïèñàííûé àëãîðèòì
äëÿ M = 50.

7 (10, 11 êëàññû).
Ïîñëå òîãî, êàê ïîñëåäíèé øàðèê îêàæåòñÿ íà ñâîáîäå, äâèæåíèå öåïî÷êè áóäåò îïðå-

äåëÿòüñÿ òîëüêî ñèëîé òÿæåñòè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ñêîðîñòü, êîòîðóþ ïðèîáðåòåò öåïî÷êà ê ìîìåíòó ïîëíîãî âûõîäà

èç êàíàëà. Òîãäà åå ñìåùåíèå âíèç (ò.å. ñâîáîäíîå ïàäåíèå) íà ðàñòîÿíèå X áóäåò îïèñû-
âàòüñÿ çàêîíîì

X = U t+
g t2

2
.

Îòñþäà ìîæíî íàéòè âðåìÿ ïàäåíèÿ (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü âûøå)

tX =
−U +

√
U2 + 2gX

g

è ïðèîáðåòåííóþ ñêîðîñòü

V = U + g tX =
√

U2 + 2gX. (∗)

Ïîñêîëüêó ê íà÷àëó ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íèæíèé øàðèê íàõîäèëñÿ íà ðàññòîÿíèè M D
îò íèæíåãî êðàÿ ïëàñòèí, òî â ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ñëåäóåò ïîäñòàâèòü X = H −M D.

8 (11 êëàññ).
Îñòàåòñÿ ïîäîáðàòü çíà÷åíèå ñèë Fòð, ïðè êîòîðîì öåïî÷êà âûñêîëüçíåò èç êàíàëà

âäâîå áûñòðåå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T0 âðåìÿ âûñêàüçûâàíèÿ, íàéäåííîå â ï. 6 (îòâåò íà
âîïðîñ 3). Òåïåðü áóäåì çàïóñêàòü àëãîðèòì ïðè M = 50 è íåêîòîðîì çíà÷åíèè Fòð è
ïîëó÷àòü âðåìÿ äâèæåíèÿ T . Åñëè T > T0/2, òî íîâûé çàïóñê áóäåì äåëàòü ñ ìåíüøèì
çíà÷åíèåì Fòð, åñëè æå T < T0/2, òî ñ áîëüøèì.

Îòâåò.

Çàïóñê îïèñàííûõ àëãîðèòìîâ âûäàë íàì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ.

1 (âñå êëàññû).
Â ìîìåíò âûñêàëüçûâàíèÿ âòîðîãî øàðèêà ñêîðîñòü V2 = 0.02 ì/ñ,
â ìîìåíò âûñêàëüçûâàíèÿ òðåòüåãî V3 = 0.17 ì/ñ.

2 (âñå êëàññû).
Â ìîìåíò âûñêàëüçûâàíèÿ ïîñëåäíåãî øàðèêà ñêîðîñòü ñîñòàâèò V50 = 1.29 ì/ñ.

3 (âñå êëàññû).
Âðåìÿ âûñêàëüçûâàíèÿ âñåé öåïî÷êè T = 4.19 ñ.

4 (10 è 11 êëàññû).
Ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé íèæíèé øàðèê óäàðèòñÿ î äíî U = 4.57 ì/ñ.

5 (11 êëàññ).
Ñèëà òðåíèÿ, ïðè êîòîðîé âðåìÿ âûñêàëüçûâàíèÿ óìåíüøàåòñÿ âäâîå, F = 0.098 Í.
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