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Pàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

a2x4 + 2abx3 + (2ac+ b2)x2 + 2bcx+ c2,

â êîòîðîì êîýôôèöèåíò c è ñóììà a+ b+ c � íå÷åòíûå öåëûå ÷èñëà. Ìîãóò
ëè êîðíè òàêîãî ìíîãî÷ëåíà áûòü öåëûìè ÷èñëàìè?

Ðåøåíèå

Ïóòåì íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (íàïðèìåð, âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò)
ìíîãî÷ëåí ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

(ax2 + bx+ c)2.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåäåíà ê àíàëîãè÷íîé äëÿ êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ-
÷ëåíà.

Ïóñòü x1 è x2 � åãî öåëûå êîðíè óðàâíåíèÿ. Òîãäà c = ax1x2, è îíî íå÷åò-
íîå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë a, x1 è x2 - íå÷åòíîå. Òîãäà ïîñêîëü-
êó ñóììà äâóõ íå÷åòíûõ ÷èñåë a + c - ÷åòíàÿ, à ñóììà a + b + c íå÷åòíàÿ,
òî ÷èñëî b � òîæå íå÷åòíîå. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî b äîëæíî áûòü ÷åò-
íûì, òàê êàê b = −a(x1 +x2), à ñóììà äâóõ íå÷åòíûõ ÷èñåë x1 +x2 � ÷åòíàÿ.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Îòâåò. Íå ìîãóò.
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Òî÷êà À ëåæèò âíóòðè îñòðîãî óãëà. ×åðåç ýòó òî÷êó ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ,
îòñåêàþùàÿ îò óãëà òðåóãîëüíèê íàèìåíüøåé ïëîùàäè. Âûÿñíèòå, â êàêîì
îòíîøåíèè òî÷êà À äåëèò îòðåçîê ýòîé ïðÿìîé, çàêëþ÷åííûé âíóòðè óãëà?

Ðåøåíèå

Ïóñòü BOC � çàäàííûé îñòðûé óãîë, A � çàäàííàÿ òî÷êà âíóòðè íåãî.
Ïðîâåäåì AD ‖ CO, AE ‖ BO. ×åðåç ò. A ïðîâåäåì BC ‖ DE. Âñå

òðåóãîëüíèêè ODE, DBA, AED è EAC ðàâíû, îòêóäà AB = AC.
Ïîêàæåì, ÷òî BC îòñåêàåò òðåóãîëüíèê íàèìåíüøåé ïëîùàäè. Äëÿ ýòî-

ãî ïðîâåäåì äðóãóþ ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ KM (òî÷êè K è M ëåæàò íà
ñòîðîíàõ çàäàííîãî óãëà). Ïîñòðîèì òàêæå CN ‖ BK.
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Òðåóãîëüíèêè ABK è ACN ðàâíû ïî ñòîðîíå è äâóì óãëàì. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïëîùàäü 4ACM ìåíüøå, ÷åì ïëîùàäü 4ACN , îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
ïëîùàäü 4OBC ìåíüøå, ÷åì ïëîùàäü 4OKM , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òàêèì îáðàçîì, BC îòñåêàåò òðåóãîëüíèê íàèìåíüøåé ïëîùàäè, è, êàê
ïîêàçàíî âûøå, îíà äåëèòñÿ òî÷êîé A ïîïîëàì.

Îòâåò. Òî÷êà A äåëèò îòðåçîê ïîïîëàì.
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Ôóíêöèÿ F (x) = x2 + px + q èìååò ðîâíî îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü,
à ôóíêöèÿ F (F (F (x))) � ðîâíî òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Íàéäèòå âñå ýòè
êîðíè.

Ðåøåíèå

ßñíî, ÷òî F (x) èìååò âèä F (x) = (x− a)2, ïîýòîìó

F (F (F (x))) = (((x− a)2 − a)2 − a)2 = 0.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ((x − a)2 − a)2 = a > 0 (ñòðîãîå íåðàâåíñòâî a > 0 ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî ïðè a = 0 óðàâíåíèå F (F (F (x))) = 0 èìååò íå òðè, à âñåãî îäèí
êîðåíü), îòêóäà (x− a)2 = a±

√
a.

Ïîñêîëüêó ó ýòèõ äâóõ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé äîëæíî áûòü òðè êîðíÿ, ó
îäíîãî èç óðàâíåíèé äîëæåí áûòü îäèí êîðåíü, à ó äðóãîãî äâà. Ó óðàâíåíèÿ
(x − a)2 = a +

√
a íå ìîæåò áûòü âñåãî îäèí êîðåíü, òàê êàê a +

√
a > 0,

ïîñêîëüêó a > 0. Çíà÷èò, îäèí êîðåíü èìååò óðàâíåíèå (x− a)2 = a−
√
a, òî

åñòü a −
√
a = 0, ÷òî äà¼ò äâà âàðèàíòà: a = 0 èëè a = 1. Ïîñêîëüêó a > 0,

îñòà¼òñÿ òîëüêî a = 1.



Òåïåðü, ðåøèâ óðàâíåíèÿ (x − a)2 = a ±
√
a ïðè a = 1, ëåãêî íàéä¼ì âñå

òðè êîðíÿ óðàâíåíèÿ F (F (F (x))) = 0: ýòî x1 = 1, x2,3 = 1±
√
2.

Îòâåò. x1 = 1, x2,3 = 1±
√
2.
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Çíàÿ, ÷òî 2021 = 43 · 47, ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå ñ äâóìÿ íåèç-
âåñòíûìè

40(x+ y) + xy = 421.

Ðåøåíèå

Ïåðåìåííûå âõîäÿè â óð-å ñèììåòðè÷íî, ïîýòîìó åñëè åñòü ðåøåíèå (x, y),
òî (y, x) òîæå ÿâë. ðåøåíèåì.

Äàëåå,

(40 + x)(40 + y) = 402 + 40(x+ y) + xy = 1600 + 421 = 2021.

Ââåäåì ïåðåìåííûå a = 40 + x, b = 40 + y ∈ Z è ðàññìîòðèì óð-å

ab = 2021 = 43 · 47.

Åñëè åñòü ðåøåíèå (a, b), òî åñòü è ðåøåíèå (b, a).
1. Ïóñòü îäèí èç ìíîæèòåëåé ðàâåí 1, íàïðèìåð, a = 40 + x = 1. Òîãäà

b = 40 + y = 2021, è åñòü ðåøåíèÿ

(x, y) = (−39; 1981), (1981;−39).

2. Ïóñòü îäèí èç ìíîæèòåëåé ðàâåí −1, íàïðèìåð, a = 40+x = −1, Òîãäà
b = 40 + y = −2021, è åñòü ðåøåíèÿ

(x, y) = (−41;−2061), (−2061;−41).

3. Ïóñòü íåò ìíîæèòåëåé±1. Òîãäà (a, b) = (43; 47), (−43;−47), (47; 43), (−47;−43),
îòêóäà ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ

(x, y) = (3; 7), (−83;−87), (7; 3), (−87;−83).

Îòâåò. 8 ïàð: (3; 7), (7; 3), (−39; 1981), (1981;−39), (−41;−2061), (−2061;−41),
(−83;−87), (−87,−83).
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Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â òî÷êå (x, y) îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

E(x, y) =

(
20

21

)x2+y2

.



Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè â îáëàñòè, çàäàâàåìîé íåðà-
âåíñòâàìè

|ax+ y| ≤ b, |ax− y| ≥ b,

ãäå a è b � ôèêñèðîâàííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Ðåøåíèå

Ôóíêöèÿ E(f) =
(

20
21

)f
ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè f ∈ [0,∞).

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó f(x, y) = x2 + y2, åñëè ïåðåìåííûå óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâàì

|ax+ y| ≤ b, |ax− y| ≥ b.

Ìàêñèìóì E ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó f .
1. Åñëè b < 0, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ïóñòî. Ôóíêöèÿ

íå îïðåäåëåíà.
2. Åñëè b = 0, òî íåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû óð-þ ax+ y = 0, îòêóäà

f(x,−ax) = g(x) = (1 + a2)x2. Ìàêñèìóì E(x, y) áóäåò äîñòèãàòüñÿ â íà÷àëå
êîîðäèíàò è áóäåò ðàâåí 1.

3. Ïóñòü b > 0, a = 0. Òîãäà ñèñòåìà íåð-â ðàâíîñèëüíà óð-þ |y| = b è

f(x, y) = f(x, |b|) = x2 + b2 ≥ b2. Ìàêñèìóì ðàâåí
(

20
21

)b2
.

4. Ïóñòü b > 0, a > 0. Òîãäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé

−b− ax ≤ y ≤ b− ax, (y ≤ ax− b èëè y ≥ ax+ b).

Îíà çàäàåò íà ïëîñêîñòè îáëàñòü ìåæäó äâóìÿ ïàðàë. ïðÿìûìè y = −b− ax
è y = b− ax è âíå ðîìáà ñ âåðøèíàìè (0;±b), (±b/a; 0). Ô-ÿ f åñòü êâàäðàò
ðàññòîÿíèÿ îò íà÷ êîîðä-ò äî òî÷êè îáëàñòè. Òî÷êè ñ îäèíàê. ðàññòîÿíèåì îò
Î îáðàçóþò îêð. Ìèíèìóì ðàññòîÿíèÿ èìåþò òî÷êè êàñàíèÿ ñòîðîí ðîìáà ñî
âïèñàííîé â ðîìá îêð. Íàéäåì åå ðàäèóñ r.

Ðàññìîòðèì ïëîùàäü ðîìáà S = d1d2/2. Åãî äèàãîíàëè èìåþò äëèíû d1 =
2b/a, d2 = 2b, S = 2b2/a, ñòîðîíà � c =

√
b2 + (b/a)2 = b

√
a2 + 1/a. Ðàññì.

ïëîùàäü ïðÿìîóã. òðåóã-êà ñ êàòåòàìè b/a, b, ñîñòàâëÿþùåãî ÷åòâåðòü ðîìáà,

S∆ = S/4 = b2/(2a) = (1/2)cr = b
√

a2 + 1/(2a).

Îòñþäà

r =
b√

a2 + 1
, fmin = r2 =

b2

a2 + 1
.

5. Ñëó÷àé b > 0, a < 0 àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó è ïðèâîäèò ê òàêîìó æå
ðåç-òó.

6. Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû ïï. 3�5, ïîëó÷àåì êîðîòêèé

Îòâåò. Åñëè b < 0, òî ô-ÿ f íå îïðåäåëåíà. Åñëè b ≥ 0, òî

Emax =

(
20

21

) b2

a2+1

.


