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ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÊÎÌÏËÅÊÑÓ ÏÐÅÄÌÅÒÎÂ

ÔÈÇÈÊÀ, ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ, ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

ÂÀÐÈÀÍÒ 41101 äëÿ 10 êëàññà

¾Âðåìÿ, êàê âîäà, òå÷åò èç íàøèõ ñîñóäîâ¿ � äóìàë Ëîñÿø, ñèäÿ íà áåðåãó ðåêè è âûëè-

âàÿ èç ïåðåâåðíóòîé ââåðõ äíîì áóòûëè õèìè÷åñêèé ðåàêòèâ � 21. Ïðîçðà÷íàÿ æèäêîñòü,

áóëüêàÿ, ïîêèäàëà ñîñóä. ¾Ïÿòíàäöàòü ðàç áóëüêíóëà¿ � ïîñ÷èòàë Ëîñÿø è âçäîõíóë � ¾èç

äðóãîé áóòûëè áûëî ñåìíàäöàòü. Ìîæíî ëè ýòî ïðåäñêàçàòü?¿.

Ïîïðîáóåì ñìîäåëèðîâàòü ýòîò ïðîöåññ.

Ïóñòü (äëÿ ïðîñòîòû) áóòûëü èìååò ôîðìó öèëèíäðà, ïëîùàäü îñíîâàíèÿ êîòîðîãî

S = 8 ñì2, à âûñîòà H = 25 ñì, òîëùèíà ñòåíîê è äíà ïðåíåáðåæèìî ìàëà. Æèäêîñòü

âûòåêàåò èç êðóãëîãî îòâåðñòèÿ ïëîùàäüþ s0 = 1 ñì2 â öåíòðå îñíîâàíèÿ. Â íà÷àëü-

íûé ìîìåíò ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè îòñòîèò îò äíà ïåðåâåðíóòîé (âåðòèêàëüíî) áóòûëè íà

x0 = 1 ñì, è ýòî ïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî âîçäóõîì, òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå êîòîðîãî òàêèå

æå, êàê ó îêðóæàþùåé àòìîñôåðû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òîò ìîìåíò, êîãäà æèäêîñòü áîëüøå íå ìîæåò âûëèâàòüñÿ èç áó-

òûëè, âíóòðü ìãíîâåííî âõîäèò ïóçûðü âîçäóõà. Îïðåäåëåíèå îáúåìà ýòîãî ïóçûðÿ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà íåïðîñòîé âîïðîñ, ïîýòîìó áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé

ôîðìóëîé Ëîñÿøà: ïîñëå âûëèâàíèÿ î÷åðåäíîé ïîðöèè æèäêîñòè îáúåì âîøåäøåãî ïó-

çûðÿ âîçäóõà U = U0 ·
6H − h
5H − h

, ãäå U0 = 0,01 ë, h � âûñîòà ñòîëáà æèäêîñòè â ìîìåíò

âõîæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïóçûðÿ.

Âñåìè ýôôåêòàìè, ñâÿçàííûìè ñî âçàèìîäåéñòâèåì æèäêîñòè è ñòåíîê áóòûëè, ïðå-

íåáðåæåì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåìïåðàòóðà æèäêîñòè, áóòûëè è âîçäóõà ðàâíà 22◦Ñ è íå

ìåíÿåòñÿ â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà.

1. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî æèäêîñòè âûòå÷åò èç áóòûëè äî ïåðâîãî áóëüêàíüÿ, à òàêæå

ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì.

2. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ïóçûðåé âîçäóõà ïðîðâåòñÿ â áóòûòü â ïðîöåññå âûëèâàíèÿ

âñåé æèäêîñòè (èíûìè ñëîâàìè, ñêîëüêî ðàç áóëüêíåò)?

Íèæå ïðèâåäåíû îòðûâêè èç çàïèñíîé êíèæêè Ëîñÿøà, êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ ïî-

ëåçíûìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è.

ïëîòíîñòü ðåàêòèâà ρB = 953 êã

ì3 , àòìîñôåðíîå äàâëåíèå PA = 101 êÏà,

ïëîòíîñòü âîçäóõà ρA = 1,2 êã

ì3 , ìîëÿðíàÿ ìàññà âîçäóõà µA = 29 ã

ìîëü
,

óðàâíåíèå Ìåíäåëååâà-Êëàïåéðîíà: PV =
m

µ
RT, ãäå R = 8,3 Äæ

ìîëü·K ,

óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 9,8 ì

c2
.

Ìîñêîâñêèé ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò (ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)

êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ www.mathmod.ru

êàôåäðà Ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà www.appmat.ru
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ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÊÎÌÏËÅÊÑÓ ÏÐÅÄÌÅÒÎÂ

ÔÈÇÈÊÀ, ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ, ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

ÂÀÐÈÀÍÒ 41111 äëÿ 11 êëàññà

¾Âðåìÿ, êàê âîäà, òå÷åò èç íàøèõ ñîñóäîâ¿ � äóìàë Ëîñÿø, ñèäÿ íà áåðåãó ðåêè è âûëè-

âàÿ èç ïåðåâåðíóòîé ââåðõ äíîì áóòûëè õèìè÷åñêèé ðåàêòèâ � 21. Ïðîçðà÷íàÿ æèäêîñòü,

áóëüêàÿ, ïîêèäàëà ñîñóä. ¾Ïÿòíàäöàòü ðàç áóëüêíóëà¿ � ïîñ÷èòàë Ëîñÿø è âçäîõíóë � ¾èç

äðóãîé áóòûëè áûëî ñåìíàäöàòü. Ìîæíî ëè ýòî ïðåäñêàçàòü?¿.

Ïîïðîáóåì ñìîäåëèðîâàòü ýòîò ïðîöåññ.

Ïóñòü (äëÿ ïðîñòîòû) áóòûëü èìååò ôîðìó öèëèíäðà, ïëîùàäü îñíîâàíèÿ êîòîðîãî

S = 8 ñì2, à âûñîòà H = 25 ñì, òîëùèíà ñòåíîê è äíà ïðåíåáðåæèìî ìàëà. Æèäêîñòü

âûòåêàåò èç êðóãëîãî îòâåðñòèÿ ïëîùàäüþ s0 = 1 ñì2 â öåíòðå îñíîâàíèÿ. Â íà÷àëü-

íûé ìîìåíò ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè îòñòîèò îò äíà ïåðåâåðíóòîé (âåðòèêàëüíî) áóòûëè íà

x0 = 1 ñì, è ýòî ïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî âîçäóõîì, òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå êîòîðîãî òàêèå

æå, êàê ó îêðóæàþùåé àòìîñôåðû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òîò ìîìåíò, êîãäà æèäêîñòü áîëüøå íå ìîæåò âûëèâàòüñÿ èç áó-

òûëè, âíóòðü ìãíîâåííî âõîäèò ïóçûðü âîçäóõà. Îïðåäåëåíèå îáúåìà ýòîãî ïóçûðÿ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà íåïðîñòîé âîïðîñ, ïîýòîìó áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé

ôîðìóëîé Ëîñÿøà: ïîñëå âûëèâàíèÿ î÷åðåäíîé ïîðöèè æèäêîñòè îáúåì âîøåäøåãî ïó-

çûðÿ âîçäóõà U = U0 ·
6H − h
5H − h

, ãäå U0 = 0,01 ë, h � âûñîòà ñòîëáà æèäêîñòè â ìîìåíò

âõîæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïóçûðÿ.

Âñåìè ýôôåêòàìè, ñâÿçàííûìè ñî âçàèìîäåéñòâèåì æèäêîñòè è ñòåíîê áóòûëè, ïðå-

íåáðåæåì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåìïåðàòóðà æèäêîñòè, áóòûëè è âîçäóõà ðàâíà 22◦Ñ è íå

ìåíÿåòñÿ â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà.

1. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî æèäêîñòè âûòå÷åò èç áóòûëè äî ïåðâîãî áóëüêàíüÿ, à òàêæå

ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì.

2. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ïóçûðåé âîçäóõà ïðîðâåòñÿ â áóòûòü â ïðîöåññå âûëèâàíèÿ

âñåé æèäêîñòè (èíûìè ñëîâàìè, ñêîëüêî ðàç áóëüêíåò)?

3. Èññëåäóéòå âëèÿíèå ðàçìåðà áóòûëè íà ìîäåëèðóåìûé ïðîöåññ. Îïðåäåëèòå (ñ òî÷-

íîñòüþ äî 0,5 ñì), êàêîé âûñîòû äîëæíà áûòü áóòûëü, ÷òîáû êîëè÷åñòâî ïóçûðåé áûëî

âäâîå áîëüøå íàéäåííîãî â ï. 2.

Íèæå ïðèâåäåíû îòðûâêè èç çàïèñíîé êíèæêè Ëîñÿøà, êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ ïî-

ëåçíûìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è.

ïëîòíîñòü ðåàêòèâà ρB = 953 êã

ì3 , àòìîñôåðíîå äàâëåíèå PA = 101 êÏà,

ïëîòíîñòü âîçäóõà ρA = 1,2 êã

ì3 , ìîëÿðíàÿ ìàññà âîçäóõà µA = 29 ã

ìîëü
,

óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ R = 8,3 Äæ

ìîëü·K ,

ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà k = 1,38 · 10−23 Äæ

Ê
,

óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 9,8 ì

c2
.

Ìîñêîâñêèé ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò (ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)

êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ www.mathmod.ru

êàôåäðà Ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà www.appmat.ru



ÐÅØÅÍÈÅ

1. Ðàññìîòðèì áàëàíñ äàâëåíèé â ¾ãîðëûøêå¿ áóòûëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Íà ëèíèþ ðàçäåëà âîçäóõ�æèäêîñòü ñíèçó äàâèò âîçäóõ, ñîçäàâàÿ äàâëåíèå, ðàâíîå àòìî-

ñôåðíîìó. Ñâåðõó äàâèò ñòîëá æèäêîñòè âûñîòû H − x0 è âîçäóõ, çàêëþ÷åííûé ìåæäó

æèäêîñòüþ è äíîì, èìåþùèé (ïî óñëîâèþ) àòìîñôåðíîå äàâëåíèå. Òàêèì îáðàçîì, èçëè-

øåê äàâëåíèÿ ñâåðõó çàñòàâëÿåò æèäêîñòü âûòåêàòü.

Â ïðîöåññå âûòåêàíèÿ îáúåì ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ìåæäó æèäêîñòüþ è äíîì áóäåò

óâåëè÷èâàòüñÿ, à äàâëåíèå âîçäóõà, çàêëþ÷åííîãî â íåì, ïàäàòü. Íàñòóïèò òàêîé ìîìåíò,

êîãäà ñóììàðíîå äàâëåíèå ýòîãî âîçäóõà è îñòàâøåãîñÿ â áóòûëè ñòîëáà æèäêîñòè ñðàâíÿ-

åòñÿ ñ àòìîñôåðíûì. Â ýòîò ìîìåíò âûòåêàíèå ïðåêðàòèòñÿ è ïðîèçîéäåò ïåðâûé ¾áóëü¿.

2. Çàïèøåì óñëîâèå ðàâåíñòâà äàâëåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1 ðàññòîÿíèå îò äíà áóòûëè

äî ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Òîãäà âûñîòà îïóñòèâøåãîñÿ ñòîëáà æèäêîñòè ðàâíà H − x1 è
îí ñîçäàåò äàâëåíèå

PB = ρBg(H − x1).

Äàâëåíèå âîçäóõà íàéäåì èç óðàâíåíèÿ Ìåíäåëååâà-Êëàïåéðîíà

P1 =
m0RT

µV1
,

â êîòîðîì m0 = ρAV0 � ìàññà âîçäóõà, çàêëþ÷åííîãî â áóòûëè (ãäå V0 = x0S � ïåðâî-

íà÷àëüíûé åãî îáúåì) è V1 = x1S � îáúåì, çàíèìàåòìûé âîçäóõîì â áóòûëè â ìîìåíò

ïåðâîãî ¾áóëÿ¿.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ðàâåíñòâî

PB + P1 = PA,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ïîèñêà x1

ρBg(H − x1) +
m0RT

µx1S
= PA.

Ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

x21 + bx1 − c = 0

ñ êîýôôèöèåíòàìè

b =
PA

ρBg
−H, c =

m0RT

µSρBg
.

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëåí, ïîñêîëüêó c > 0. Èç äâóõ êîðíåé âûáèðàåì

ïîëîæèòåëüíûé

x1 =
−b+

√
b2 + 4c

2
.

Òåïåðü ìîæíî äàòü ÷àñòè÷íûé îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ. Äî ïåðâîãî ¾áóëÿ¿ èç áóòûëè

âûòå÷åò îáúåì æèäêîñòè, êîòîðûé ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

(x1 − x0)S.

3. Â ìîìåíò ïåðâîãî ¾áóëÿ¿ â áóòûëü âîéäåò äîïîëíèòåëüíûé îáúåì U âîçäóõà. Ýòî

ñîçäàñò èçëèøåê äàâëåíèÿ âíóòðè è æèäêîñòü âíîâü ñòàíåò âûòåêàòü äî òåõ ïîð, ïîêà



äàâëåíèÿ â ¾ãîðëûøêå¿ ñíèçó è ñâåðõó íå ñðàâíÿþòñÿ. Â ýòîò ìîìåíò âûòåêàíèå âíîâü

ïðåêðàòèòñÿ è ïðîèçîéäåò âòîðîé ¾áóëü¿.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç x2 âûñîòó îïóñòèâøåãîñÿ ê ýòîìó ìîìåíòó ñòîëáà æèäêîñòè, çàïèøåì

íîâîå óñëîâèå ðàâåíñòâà äàâëåíèé

ρBg(H − x2) +
m1RT

µx2S
= PA,

â êîòîðîì

m1 = m0 + U1ρA.

Ïîñêîëüêó âûñîòà ñòîëáà æèäêîñòè â ïðåäûäóùèé ìîìåíò åñòü H − x0, òî âåëè÷èíà U1,

ñîãëàñíî óñëîâèþ, âû÷èñëÿåòñÿ êàê

U1 = U0 ·
6H − (H − x0)
5H − (H − x0)

= U0 ·
5H + x0
4H + x0

.

Ïîëó÷åííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â òîì æå âèäå

x22 + bx2 − c = 0,

ãäå êîýôôèöèåíòû

b =
PA

ρBg
−H, c =

m1RT

µSρBg
.

Èç äâóõ êîðíåé ñíîâà âûáèðàåì ïîëîæèòåëüíûé

x2 =
−b+

√
b2 + 4c

2
.

Òåïåðü ìîæíî äàòü îêîí÷àòåëüíûé îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ. Ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì

¾áóëÿìè¿ èç áóòûëè âûòå÷åò îáúåì æèäêîñòè, êîòîðûé ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

(x2 − x1)S.

4. Çàìåòèì, ÷òî êàê âèä óðàâíåíèé, òàê è èõ êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷åííûå ïðè ïîèñêå

âåëè÷èí x1 è x2, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû äðóã äðóãó è îòëè÷àþòñÿ òîëüêî èíäåêñàìè. Ïî-

ýòîìó, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ âûñîòû ñòîëáà

æèäêîñòè xk+1 â ìîìåíò (k + 1)-ãî ¾áóëÿ¿, ñ÷èòàÿ âñå âåëè÷èíû â ìîìåíò k-ãî ¾áóëÿ¿

èçâåñòíûìè.

Óðàâíåíèå äëÿ ïîèñêà xk+1 áóäåò èìåòü âèä

ρBg(H − xk+1) +
mkRT

µxk+1S
= PA,

â êîòîðîì

mk = mk−1 + UkρA.

Ïîñêîëüêó âûñîòà ñòîëáà æèäêîñòè â ìîìåíò ïðåäûäóùåãî ¾áóëÿ¿ åñòüH−xk, òî âåëè÷èíà
Uk, ñîãëàñíî óñëîâèþ, âû÷èñëÿåòñÿ êàê

Uk = U0 ·
6H − (H − xk)
5H − (H − xk)

= U0 ·
5H + xk
4H + xk

.

Ïîëó÷åííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x2k+1 + bxk+1 − c = 0,



ãäå êîýôôèöèåíòû

b =
PA

ρBg
−H, c =

mkRT

µSρBg
.

Èç äâóõ êîðíåé âûáèðàåì ïîëîæèòåëüíûé

xk+1 =
−b+

√
b2 + 4c

2
.

Ïðîèçâîäÿ îïèñàííûé ðàñ÷åò (äåëàÿ öèêë ïî èíäåêñó k), ìîæíî îïðåäåëèòü âûñîòó

ñòîëáà æèäêîñòè â ìîìåíò êàæäîãî ¾áóëÿ¿.

Ðàñ÷åò ñëåäóåò ïðåêðàùàòü â òîò ìîìåíò, êîãäà î÷åðåäíîé íàéäåííûé xk+1 îêàæåòñÿ

áîëüøå âûñîòû áóòûëè H.

5. Çàïèøåì âñå äåéñòâèÿ â ôîðìå àëãîðèòìà

Àëãîðèòì �Áóëü-áóëü�

íà÷àëî àëãîðèòìà

çàäàòü H, x0, S, PA, µ, ρB, ρA, R, T

b :=
PA

ρB · g
−H

k := 0

x[0] := x0

m := x[0] · S

ÏÎÊÀ x[k] < H

c :=
m ·R · T
µ · S · ρB · g

x[k + 1] :=
−b+

√
b · b+ 4 · c
2

m := m+ U0 ·
5H + x[k]

4H + x[k]
· ρA

k := k + 1

ÊÎÍÅÖ_ÏÎÊÀ

Âûâåñòè ìàññèâ x[ ] è çíà÷åíèå k − 1

êîíåö àëãîðèòìà

6. Ðåàëèçóÿ íà ÝÂÌ íàïèñàííûé àëãîðèòì, ïîëó÷èì x16 = 0,241; x17 = 0,256.

Òàêèì îáðàçîì, 16 ðàç â áóòûëü áóäóò âõîäèòü ïóçûðè âîçäóõà, íà 17-é ðàç âûòå÷åò

âåñü îñòàòîê. Äðóãèìè ñëîâàìè, áóëüêíåò 16 ðàç. Ýòî îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ.

7. Íàéäåì îòâåò íà òðåòèé âîïðîñ (êîòîðûé áûë çàäàí òîëüêî äëÿ 11 êëàññà).

Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ïðîâåñòè âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, çàïóñêàÿ ðåàëèçîâàí-

íûé àëãîðèòì ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ âõîäíîãî ïàðàìåòðà H. Ëåãêî óâèäåòü (ýòî îæèäàå-

ìî), ÷òî ñ ðîñòîì H ðàñòåò êîëè÷åñòâî ¾áóëåé¿.

Ïîýòîìó â ñàìîì ïðîñòîì âàðèàíòå ìîæíî âûïîëíÿòü àëãîðèòì ¾Áóëü-áóëü(H)¿ öèê-

ëè÷åñêè, ïåðåäàâàÿ â íåãî çíà÷åíèÿH, óâåëè÷èâàþùèåñÿ íà 0,5 ñì. Êîãäà àëãîðèòì âûäàñò

32 ¾áóëÿ¿, îòâåò áóäåò íàéäåí.

Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû íåêîòîðûõ ðàñ÷åòîâ, â êîòîðûõ (êàê ïðè îòâåòå íà âòîðîé

âîïðîñ) ¾áóëÿìè¿ ñ÷èòàþòñÿ ïóçûðè âîçäóõà, ïðîðâàâøèåñÿ â åùå íå îïóñòåâøóþ áóòûëü.



H = 48,0 31 ¾áóëü¿

H = 48,5 31 ¾áóëü¿

H = 49,0 32 ¾áóëÿ¿

H = 49,5 32 ¾áóëÿ¿

H = 50,0 32 ¾áóëÿ¿

H = 50,5 33 ¾áóëÿ¿

H = 51,0 33 ¾áóëÿ¿

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî áðàòü áóòûëü âûñîòîé 49,0− 50,0 ñì.

Îòâåòû

10 è 11 êëàññ

1. V1 ≈ 2 ìë, V2 ≈ 0,13 ë.

2. 16 ¾áóëåé¿.

Òîëüêî 11 êëàññ

3. 49,0 ≤ H2 ≤ 50,0 (ñì).

Êðèòåðèè ïðîâåðêè

10 êëàññ

1. Ïðèâåäåí âåðíûé è îáîñíîâàííûé îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ � 30 áàëëîâ.

2. Ïðèâåäåí âåðíûé è îáîñíîâàííûé îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ � 30 áàëëîâ.

3. Ïðèâåäåíî êîððåêòíîå îïèñàíèå ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëåíèÿ (âûâåäåíû âñå íåîáõî-

äèìûå äëÿ ðàñ÷åòîâ ôîðìóëû) � 20 áàëëîâ.

4. Ïðèâåäåíî ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà (ñëîâåñíîå îïèñàíèå, áëîê-ñõåìà, ïñåâäî-

êîä ëþáîãî ôîðìàòà, â òîì ÷èñëå, ñîâïàäàþùèé ñ ëþáûì àëãîðèòìè÷åñêèì ÿçûêîì) ëèáî

â òåêñòå ðàáîòû àëãîðèòì îïèñàí î÷åíü êðàòêî (âïëîòü äî ¾ãîëûõ¿ ôîðìóë), íî ïðîãðàìì-

íûé êîä (íà àëãîðèòìè÷åñêîì ÿçûêå) îòêîììåíòèðîâàí ïîñòðî÷íî (ïî÷òè) � 20 áàëëîâ.

11 êëàññ

1. Ïðèâåäåí âåðíûé è îáîñíîâàííûé îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ � 30 áàëëîâ.

2à. Ïðèâåäåí âåðíûé è îáîñíîâàííûé îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ � 20 áàëëîâ.

2á. Ïðèâåäåí âåðíûé è îáîñíîâàííûé îòâåò íà òðåòèé âîïðîñ � 10 áàëëîâ.

3. Ïðèâåäåíî êîððåêòíîå îïèñàíèå ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëåíèÿ (âûâåäåíû âñå íåîáõî-

äèìûå äëÿ ðàñ÷åòîâ ôîðìóëû) � 20 áàëëîâ.

4. Ïðèâåäåíî ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà (ñëîâåñíîå îïèñàíèå, áëîê-ñõåìà, ïñåâäî-

êîä ëþáîãî ôîðìàòà, â òîì ÷èñëå, ñîâïàäàþùèé ñ ëþáûì àëãîðèòìè÷åñêèì ÿçûêîì) ëèáî

â òåêñòå ðàáîòû àëãîðèòì îïèñàí î÷åíü êðàòêî (âïëîòü äî ¾ãîëûõ¿ ôîðìóë), íî ïðîãðàìì-

íûé êîä (íà àëãîðèòìè÷åñêîì ÿçûêå) îòêîììåíòèðîâàí ïîñòðî÷íî (ïî÷òè) � 20 áàëëîâ.



Ïðèìå÷àíèå (äëÿ ó÷àñòíèêîâ)

Æþðè çàïóñêàåò ïðîãðàììíûå êîäû òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â èõ ðàáîòîñïî-

ñîáíîñòè ëèáî ïðîâåðèòü ïðèâåäåííûé îòâåò. Íî äåëàåò ýòî òîëüêî â ñîìíèòåëüíûõ (äëÿ

Æþðè) ñèòóàöèÿõ.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Îòáîðî÷íûé ýòàï. Çàî÷íàÿ ôîðìà

ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÊÎÌÏËÅÊÑÓ ÏÐÅÄÌÅÒÎÂ

ÔÈÇÈÊÀ, ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ, ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

ÂÀÐÈÀÍÒ 41091 äëÿ 9 êëàññà

Äîçàòîð ìîëîäèëüíîé âîäû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåâçðà÷íûé öèëèíäðè÷å-

ñêèé ñîñóä, ãåðìåòè÷íî çàêðûòûé ñâåðõó è èìåþùèé êëàïàí ïîäà÷è ñíèçó.

Ïëîùàäü îñíîâàíèÿ öèëèíäðà S = 8 ñì2, âûñîòà H = 25 ñì, òîëùèíà ñòåíîê

è äíà ïðåíåáðåæèìî ìàëà.

Â íà÷àëå ðàçäà÷è ìîëîäèëüíàÿ âîäà çàíèìàåò 96% îáúåìà ñîñóäà, íàä íåé

íàõîäèòñÿ âîçäóõ ïëîòíîñòüþ ρ = 1,2 êã

ì
3 . Æèäêîñòü ñâîáîäíî èçëèâàåòñÿ äî

òåõ ïîð, ïîêà ïëîòíîñòü âîçäóõà íàä íåé ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêóþ âåëè÷è-

íó ρ0 = 0,7 êã

ì
3 . Êàê òîëüêî ýòà âåëè÷èíà áóäåò äîñòèãíóòà, êëàïàí ïîäà÷è

çàêðûâàåòñÿ è ñâåðõó çàêà÷èâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé âîçäóõ, îáúåì êîòîðîãî

îïðåäåëÿåòñÿ êàê U = U0 ·
6H − h

5H − h
, ãäå U0 = 0,1 ë, H � âûñîòà âñåãî ñîñóäà,

h � âûñîòà ìîëîäèëüíîé âîäû â íåì. Ïîñëå ýòîãî âîçîáíîâëÿåòñÿ ïîäà÷à ñëå-

äóþùåé äîçû äî äîñòèæåíèÿ êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè âîçäóõà â ñîñóäå. Òàê

ïðîèñõîäèò äî òåõ ïîð, ïîêà äîçàòîð íå îïóñòååò.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåìïåðàòóðà æèäêîñòè, äîçàòîðà è âîçäóõà íå ìåíÿåòñÿ

â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà. Âñåìè ýôôåêòàìè, ñâÿçàííûìè ñî âçàèìîäåéñòâèåì

æèäêîñòè è ñòåíîê ñîñóäà, ïðåíåáðåæåì.

1. Îïðåäåëèòå îáúåì ïåðâîé è âòîðîé äîç ìîëîäèëüíîé âîäû.

2. Îïðåäåëèòå, êàêîå êîëè÷åñòâî äîç ìîëîäèëüíîé âîäû âûäàñò äîçàòîð.

3. Îïðåäåëèòå îáúåì ïîñëåäíåé âûäàííîé äîçû.

Ìîñêîâñêèé ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò (ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)

êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ www.mathmod.ru

êàôåäðà Ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà www.appmat.ru



ÐÅØÅÍÈÅ

1. Ðàññìîòðèì ïîäà÷ó ïåðâîé äîçû ìîëîäèëüíîé âîäû. Â ñàìîì íà÷à-

ëå âîçäóõ çàíèìàåò 4% îáùåãî îáúåìà äîçàòîðà (öèëèíäðà), ÷òî ñîñòàâëÿåò

V0 = 0,04SH = 0,08 ë. Ïðè ýòîì åãî ïëîòíîñòü ðàâíà ρ, ñëåäîâàòåëüíî èçíà-

÷àëüíàÿ ìàññà âîçäóõà â ñîñóäå åñòü m0 = 0,04ρSH.

Ïðè èçëèâàíèè ïåðâîé äîçû âîäû îáúåì ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä íåé

óâåëè÷èâàåòñÿ, à ïëîòíîñòü âîçäóõà, â íåì çàêëþ÷åííîãî, óìåíüøàåòñÿ. Êî-

ãäà îáúåì äîñòèãíåò âåëè÷èíû

V1 =
m0

ρ0
,

ïëîòíîñòü óìåíüøèòñÿ äî êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû ρ0, è èçëèâàíèå ïðåêðàòèò-

ñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, îáúåì ïåðâîé âûäàííîé äîçû ìîëîäèëüíîé âîäû ðàâåí

V1 − V0 =
m0

ρ0
− V0 =

0,04ρSH

ρ0
− 0,04SH = 0,04SH

(
ρ

ρ0
− 1

)
.

2. Â ìîìåíò ïðåêðàùåíèÿ ïîäà÷è âîäû âûñîòà ñòîëáà æèäêîñòè ñîñòàâèò

h1 = H − V1
S
.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ, â ýòîò ìîìåíò áóäåò ìîìåíòàëüíî çàêà÷àí îáúåì âîç-

äóõà

U1 = U0 ·
6H − h1
5H − h1

,

è ìàññà âñåãî âîçäóõà â ñîñóäå ñòàíåò ðàâíà

m1 = m0 + U1ρ.

Êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ρ0 òåïåðü áóäåò äîñòèãíóòà ïðè äàëüíåéøåì óâå-

ëè÷åíèè îáúåìà äî âåëè÷èíû

V2 =
m1

ρ0
.

Îáúåì âòîðîé âûäàííîé äîçû ìîëîäèëüíîé âîäû ñîñòàâèò

V2 − V1.

Ñäåëàâ ðàñ÷åò ïî óêàçàííûì ôîðìóëàì, ïîëó÷èì îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ.

3. Äàëåå ïðîöåññ ïîéäåò àíàëîãè÷íî îïèñàííîìó â ï. 2. Íàïèøåì ôîðìóëû

äëÿ ïðîèçâîëüíîé äîçû.

Ïóñòü k äîç óæå âûäàíî, îáúåì âîçäóõà íàä æèäêîñòüþ ðàâåí Vk, à åãî

ìàññà ñ ó÷åòîì óæå çàêà÷àííîãî âîçäóõà ðàâíà mk. Íà÷èíàåòñÿ âûäà÷à î÷å-

ðåäíîé äîçû.



Êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ρ0 òåïåðü áóäåò äîñòèãíóòà ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà

äî âåëè÷èíû

Vk+1 =
mk

ρ0
.

Ïðè äîñòèæåíèè ýòîãî îáúåìà âûñîòà ñòîëáà æèäêîñòè ñîñòàâèò

h = H − Vk
S
.

Ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò çàêà÷àí îáúåì âîçäóõà

Uk = U0 ·
6H − h

5H − h
,

è ìàññà âñåãî âîçäóõà â ñîñóäå ñîñòàâèò

mk+1 = mk + Ukρ.

Ïðîèçâîäÿ îïèñàííûé ðàñ÷åò öèêëè÷åñêè (óâåëè÷èâàÿ èíäåêñ k), ìîæ-

íî ïîëó÷èòü îáúåìû âñåõ âûäàííûõ äîç ìîëîäèëüíîé âîäû. Ñëåäîâàòåëüíî,

ìîæíî óçíàòü èõ êîëè÷åñòâî.

Ðàñ÷åò ñëåäóåò ïðåêðàùàòü â òîò ìîìåíò, êîãäà î÷åðåäíîå çíà÷åíèå îáúåìà

âîçäóõà îêàæåòñÿ áîëüøå îáúåìà âñåãî ñîñóäà.

4. Çàïèøåì âñå äåéñòâèÿ â ôîðìå àëãîðèòìà

Àëãîðèòì �Ìîëîäèëüíàÿ âîäà�

íà÷àëî àëãîðèòìà

çàäàòü H, S, ρ0

k := 0

V [0] := 0,04 · S ·H
m := V [0] · ρ
ÏÎÊÀ V [k] < S ·H

V [k + 1] :=
m

ρ0

h := H − V [k + 1]

S

m := m+ U0 ·
6 ·H − h

5 ·H − h
· ρ

k := k + 1

ÊÎÍÅÖ_ÏÎÊÀ

Âûâåñòè ìàññèâ V [ ] è çíà÷åíèå k − 1

êîíåö àëãîðèòìà



Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû h è m â àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ áåç èíäåêñîâ

(ñêàëÿðíûå ïðåìåííûå âìåñòî ìàññèâîâ). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íåò íåîáõî-

äèìîñòè ñîõðàíÿòü èõ çíà÷åíèÿ íà êàæäîì øàãå äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçî-

âàíèÿ.

Èñïîëíÿÿ íà ÝÂÌ íàïèñàííûé àëãîðèòì, ïîëó÷èì îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ.

5. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà íà òðåòèé âîïðîñ íóæíî ñêîððåêòèðîâàòü ðå-

çóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà. Ïîñëåäíèé íàéäåííûé îáúåì VK ìîæåò îêàçàòüñÿ

áîëüøå îáúåìà âñåãî ñîñóäà, ïîýòîìó îáúåì ïîñëåäíåé âûäàííîé äîçû íóæíî

âû÷èñëèòü êàê

SH − VK−1

(ãäå K � îáùåå êîëè÷åñòâî âûäàííûõ äîç).

Îòâåòû

1. Ïåðâàÿ äîçà: 57 ìë, âòîðàÿ: 178 ìë.

2. 12 äîç.

3. Ïîñëåäíÿÿ äîçà: 113 ìë.

Êðèòåðèè ïðîâåðêè

1. Ïðèâåäåí âåðíûé è îáîñíîâàííûé îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ � 30 áàëëîâ.

2. Ïðèâåäåí âåðíûé è îáîñíîâàííûé îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ � 20 áàëëîâ.

3. Ïðèâåäåí âåðíûé è îáîñíîâàííûé îòâåò íà òðåòèé âîïðîñ � 20 áàëëîâ.

4. Ïðèâåäåíî êîððåêòíîå îïèñàíèå ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëåíèÿ (âûâåäåíû

âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ÷åòîâ ôîðìóëû) � 20 áàëëîâ.

5. Ïðèâåäåíî ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà (ñëîâåñíîå îïèñàíèå, áëîê-

ñõåìà, ïñåâäîêîä ëþáîãî ôîðìàòà, â òîì ÷èñëå, ñîâïàäàþùèé ñ ëþáûì àëãî-

ðèòìè÷åñêèì ÿçûêîì) ëèáî â òåêñòå ðàáîòû àëãîðèòì îïèñàí î÷åíü êðàòêî

(âïëîòü äî ¾ãîëûõ¿ ôîðìóë), íî ïðîãðàììíûé êîä (íà àëãîðèòìè÷åñêîì ÿçû-

êå) îòêîììåíòèðîâàí ïîñòðî÷íî (ïî÷òè) � 10 áàëëîâ.

Ïðèìå÷àíèå (äëÿ ó÷àñòíèêîâ)

Æþðè çàïóñêàåò ïðîãðàììíûå êîäû òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ

â èõ ðàáîòîñïîñîáíîñòè ëèáî ïðîâåðèòü ïðèâåäåííûé îòâåò. Íî äåëàåò ýòî

òîëüêî â ñîìíèòåëüíûõ (äëÿ Æþðè) ñèòóàöèÿõ.
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