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Ðåøåíèå

Çàäà÷à 1

Ýíåðãåòè÷åñêèå çàòðàòû Ñèðîï÷èêà âî âðåìÿ åäû ïðîïîðöèîíàëüíû êóáó
îáúåìà ñúåäàåìîé ïîðöèè. ×òî âûãîäíåå äëÿ ýêîíîìèè ýíåðãåòè÷åñêîãî çà-
ïàñà: ñúåñòü áèäîí÷èê ìîðîæåíîãî êàê îäíó ïîðöèþ èëè ðàçäåëèòü åãî íà
äâå? Â êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðàç (è â êàêóþ ñòîðîíó) èçìåíÿòñÿ
çàòðàòû ïðè ðàçäåëåíèè íà äâå ïîðöèè?

Ðåøåíèå. Ïðèìåì âñþ åäó çà åäèíèöó. Ïóñòü îíà ðàçäåëåíà íà ÷àñòè
îáúåìîì x è y (x + y = 1). Ïóñòü y = cx (c > 0). Òîãäà ïðè ñúåäàíèè âñåãî
îäíîé ïîðöèåé çàòðàòû ñîñòàâÿò S1 = α(x + cx)3, à ïðè ðàçäåëåíèè íà äâå
ïîðöèè ñîñòàâÿò S2 = αx3 + α(cx)3. Òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü îòíîøåíèå ýòèõ
âåëè÷èí. Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà ìåíüøå åäèíèöû. Äëÿ îöåíêè ñíèçó
ïðåîáðàçóåì äðîáü èç çíàìåíàòåëÿ.

3c+ 3c2

1 + c3
=

3c(1 + c)

(1 + c)(1− c+ c2)
=

3

1/c+ c− 1
.

Âåëè÷èíà 1/c+ c ≥ 2, ïîýòîìó
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Òàêèì îáðàçîì, S1 > S2 ≥
1

4
S1.

Îòâåò. Óìåíüøàòñÿ â 4 ðàçà (ìàêñèìàëüíî). Âûãîäíåå ñúåñòü êàê äâå ïîð-
öèè.



Çàäà÷à 2

Íà êàæäîé èç ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà âûáðàíî ïî ïðîèçâîëüíîé òî÷êå.
Òî÷êè íà ñîñåäíèõ ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà ñîåäèíåíû îòðåçêàìè ïðÿìûõ. Â
ðåçóëüòàòå îò ïðÿìîóãîëüíèêà îêàçûâàþòñÿ îòñå÷åííûìè ÷åòûðå òðåóãîëüíè-
êà. Âîêðóã êàæäîãî èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ îïèñàíà îêðóæíîñòü. Äîêàæèòå,
÷òî öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè íåêîòîðîãî ïàðàëëåëî-
ãðàììà.

Ðåøåíèå.

Îòðåçêè, îòñåêàþùèå òðåóãîëüíèêè, ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè íåêîòîðîãî ÷å-
òûðåõóãîëüíèêà ABCD. Îòìåòèì òàêæå öåíòðû âñåõ îïèñàííûõ îêðóæíî-
ñòåé O1, . . . , O4.
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Ïîñêîëüêó âñå îòñåêàåìûå òðåóãîëüíèêè ïðÿìîóãîëüíûå, öåíòðû îêðóæ-
íîñòåé ëåæàò íà ñåðåäèíàõ èõ ãèïîòåíóç. Ïðîâåäåì äèàãîíàëü AC. Îòðåçêè
O2O3 è O1O4 ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè ëèíèÿìè òðåóãîëüíèêîâ ABC è ADC, ñëå-
äîâàòåëüíî, îíè ïàðàëëåëüíû AB (ò.å., äðóã äðóãó) è ðàâíû ïîëîâèíå AB
(ò.å., äðóã äðóãó).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîñòü è (èëè) ðàâåíñòâî îòðåçêîâO1O2

è O4O3. Òàêèì îáðàçîì, O1O2O3O4 � ïàðàëëåëîãðàìì.
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3. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ, åñëè òàêîâûå
ñóùåñòâóþò.[

x
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]
+

[
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]
+ · · ·+

[
x+ 2021
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]
= x2022 − x2021.

×åðåç [a] çäåñü îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.



Ðåøåíèå.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè x öåëîå, d íàòóðàëüíîå, òî[
x

d

]
+

[
x+ 1

d

]
+ · · ·+

[
x+ d− 1

d

]
= x. (∗)

Ïðåäñòàâèì x â âèäå x = kd+m, ãäå k ∈ Z (íåïîëíîå ÷àñòíîå),
m ∈ {0, 1, . . . , d− 1} (îñòàòîê). Òîãäà âåëè÷èíû[

x

d

]
,

[
x+ 1

d

]
, . . . ,

[
x+ (d−m− 1)

d

]
áóäóò ðàâíû k. Èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî d−m.

Âåëè÷èíû [
x+ (d−m)

d

]
, . . . ,

[
x+ (d− 1)

d

]
áóäóò ðàâíû k + 1. Èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî m.

Èòîãî ïîëó÷àåì[
x

2022

]
+

[
x+ 1

2022

]
+ · · ·+

[
x+ 2021

2022

]
= k · (d−m)+ (k+1) ·m = kd+m = x.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

x = x2022 − x2021.

Îäíî åãî ðåøåíèå (x = 0) î÷åâèäíî.
Ïóñòü x 6= 0. Òîãäà

1 = x2020(x− 1).

Ïîñêîëüêó èñêîìîå ðåøåíèå x äîëæíî áûòü öåëî÷èñëåííûì, òî x2020 ∈ Z,
x− 1 ∈ Z. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåëûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü ðàâíî 1 òîëüêî êîãäà
êàæäîå èç íèõ ðàâíî 1. Íî òàêîå íåâîçìîæíî.

Îòâåò. x = 0.
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Îõîòíèê Ïóëüêà äëÿ ñâîåé ñîáàêè Áóëüêè çàêàçàë íà ÀëèÝêñïðåññ òðè
êóëÿ ñîáà÷üåãî êîðìà. Íàóòðî ïîñëå äîñòàâêè îäèí êóëü îêàçàëñÿ ñúåäåí.
Ïîä ïîäîçðåíèå ïîïàëè ÷åòâåðî, è Íåçíàéêå óäàëîñü óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå.

(1) Åñëè àëèáè Ïîí÷èêà èñòèííî, òî Ñèðîï÷èê òàêæå èìååò àëèáè.
(2) Åñëè Ïîí÷èê åë êîðì, òî ëèáî Ñèðîï÷èê, ëèáî Àâîñüêà òîæå åë êîðì



(ëèáî îáà âìåñòå).
(3) Èç äâóõ ïîêàçàíèé: ¾Àâîñüêà åë êîðì¿, ¾Ïîí÷èê íå åë, íî ïðè ýòîì åë

Íåáîñüêà¿ � õîòÿ áû îäíî èñòèííîå.
(4) Åñëè Íåáîñüêà åë êîðì, òî òàêæå åë ëèáî Àâîñüêà, ëèáî Ñèðîï÷èê

(ëèáî îáà âìåñòå).
Êîãî èç ïîäîçðåâàåìûõ Íåçíàéêà ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî îáâèíèòü â ïîåäàíèè
çà íî÷ü öåëîãî êóëÿ ñîáà÷üåãî êîðìà?

Ðåøåíèå.

Íà÷íåì ñ (3). Ïóñòü Àâîñüêà íå åë êîðì. Òîãäà Ïîí÷èê íå åë, à Íåáîñüêà
åë. Èç (4) ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî Àâîñüêà åë, ëèáî Ñèðîï÷èê. Ïðè ñäåëàííîì
ïðåäïîëîæåíèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åë Ñèðîï÷èê. Íî èç (1) ñëåäóåò, ÷òî Ñèðîï-
÷èê íå åë êîðì, ò.ê. Ïîí÷èê íå åë. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,
Àâîñüêà âèíîâåí (êîðì åë).

Åñëè ðàññìîòðåòü âñå âàðèàíòû äëÿ òðåõ îñòàâøèõñÿ ïîäîçðåâàåìûõ,

Àâîñüêà Íåáîñüêà Ïîí÷èê Ñèðîï÷èê

1 åë åë åë åë

2 åë åë åë íåò

3 åë åë íåò åë íåâîçìîæíî â ñèëó (1)

4 åë åë íåò íåò

5 åë íåò åë åë

6 åë íåò åë íåò

7 åë íåò íåò åë íåâîçìîæíî â ñèëó (1)

8 åë íåò íåò íåò

òî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êàæäûé èç ïîäîçðåâàåìûõ ìîã êàê åñòü, òàê è íå
åñòü êîðì.

Îòâåò. Àâîñüêà òî÷íî åë, ïðî îñòàëüíûõ ñäåëàòü âûâîä íåâîçìîæíî.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèè f(t) è F (x, y) îáðàçóþò ¾ïàðó ðàññåÿííûõ
ñîáåñåäíèêîâ¿, åñëè äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ÷èñåë x, y âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

f(F (x, y)) = F (f(x), f(y)). (1)

À. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïàðû ðàññåÿííûõ ñîáåñåäíèêîâ.
Á. Âûÿñíèòå, ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ F (x, y) = Ax+By+C, îáðàçóþùàÿ

¾ïàðû ðàññåÿííûõ ñîáåñåäíèêîâ¿ ñî âñåìè ôóíêöèÿìè âèäà f(x) = cx+ d.



Ðåøåíèå.

1. f(x) = x2, F (x, y) ≡ 0.
2. Â óñëîâèå (1) ïîäñòàâèì f(x) ≡ 0, ïîëó÷èì C = 0, F (x, y) = Ax + By,

à óñëîâèå (1) ïðåîáðàçóåòñÿ â

Af(x) +Bf(y) = f(Ax+By). (2)

3. Â óñëîâèå (2) ïîäñòàâèì x = y = 0, ïîëó÷èì

Af(0) +Bf(0) = f(0). (3)

4. Â (3) ïîäñòàâèì ôóíêöèþ f(x) òàêóþ, ÷òî f(0) 6= 0. Òîãäà, ñîêðàòèâ (3)
íà f(0), ïîëó÷èì A+B = 1, B = 1−A, F (x, y) = Ax− y−Ay è óñëîâèå (1)
ïðåâðàùàåòñÿ â âåðíîå òîæäåñòâî ïðè ëþáîì A.

5. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü A = 1
2 (òîãäà B = 1

2).

Îòâåò.

1. f(x) = x2, F (x, y) ≡ 0 (âîçìîæíû äðóãèå ïðèìåðû!) .
2. Äà, íàïðèìåð F (x, y) = (x+ y)/2 (âîçìîæíû äðóãèå ïðèìåðû!)


