
Çàäà÷à äëÿ 11 êëàññà

Êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà Pn(x) íåêîòîðîé ñòåïåíè n ÿâëÿþòñÿ öåëûå
íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå òðåõ. Èçâåñòíî, ÷òî Pn(4) = 2021.
Íàéäèòå Pn(2).

Ðåøåíèå. Çàïèñü

Pn(4) = an · 4n + an−1 · 4n−1 + . . .+ a1 · 4 + a0,

â êîòîðîé ak ∈ {0, 1, 2, 3} (k = 0, n), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäñòàâëåíèå
÷èñëà Pn(4) â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì 4.

Ïåðåâîäÿ 202110 = 1332114, ïîëó÷àåì âñå êîýôôèöèåíòû

a0 = 1, a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3, a4 = 3, a5 = 1.

Òåïåðü Pn(2) = 25 + 3 · 24 + 3 · 23 + 2 · 22 + 21 + 1 = 115.

Îòâåò. 115.

Çàäà÷à äëÿ 10 êëàññà

Âàðèàíò 4.

Â îêðóæíîñòü âïèñàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, ó êîòîðîãî ñòîðîíû BC è CD
ðàâíû. Äèàãîíàëü ÀÑ ðàâíà 5 ì, à ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ðàâíà 10
ì2. Íàéäèòå êîñèíóñ óãëà ÂÀD.

Ðåøåíèå.
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Óãëû BAC è CAD ðàâíû (êàê
âïèñàííûå, îïèðàþùèåñÿ íà ðàâíûå
äóãè). Îáîçíà÷èì êàæäûé èç íèõ ÷å-
ðåç α. Òîãäà óãîë BAD ðàâåí 2α.

Ïóñòü AB 6= AD, èíà÷å çàäà÷à
ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé.

Ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâ-
íà

S =
1

2
AB·AC sinα+

1

2
AD·AC sinα =

1

2
AC·(AB+AD) sinα.

Íàéäåì AB + AD. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ

AB2 + AC2 − 2AB · AC cosα = BC2 = CD2 = AC2 + AD2 − 2AC · AD cosα.

Îòñþäà
AB2 − AD2 = 2AC · (AB − AD) cosα



èëè ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà (AB − AD)

AB + AD = 2AC cosα.

Ïîýòîìó

S =
1

2
AC · 2AC cosα sinα =

1

2
AC2 sin 2α,

îòêóäà sin∠BAD = sin 2α =
2S

AC2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, íàõîäèì sin∠BAD =
20

25
=

4

5
, îòêóäà

cos∠BAD =

√
1− 16

25
=

3

5
.

Îòâåò.
3

5

Çàäà÷à äëÿ 9 êëàññà

Âàð. 1

Öåëîé ÷àñòüþ [x] ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå öåëîå m òàêîå, ÷òî m ≤ x.
Íàïðèìåð, [−4/3] = −2, [π] = 3, [2] = 2. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå[

x2

2

]
+

[
x+ 1

2

]
= 2x.

Ðåøåíèå. Âîçì. 2 ñëó÷àÿ.
1. x = 2n, ãäå n öåëîå. Òîãäà ïîëó÷àåì óð-å îòíîñ. n: 2n2 + [n + 1/2] = 4n,

îòêóäà 2n2 + n = 4n, n(2n − 3) = 0. Ïîñëåäíåå óð. èìååò ðîâíî îäíî öåëoe
ðåøåíèe n = 0, îòêóäà x = 0.

2. x = 2n+ 1, ãäå n öåëîå. Òîãäà ïîëó÷àåì óð-å îòíîñ. n:

[2n2 + 2n+ 1/2] + n+ 1 = 2(2n+ 1),

îòêóäà 2n2 + 2n+ n+ 1 = 4n+ 2, 2n2− n− 1 = 0. Ïîñëåäíåå óð-å èìååò ðîâíî
îäíî öåëîå ðåø. n = 1, îòêóäà x = 3.

Îòâåò: x = 0; 3.

Çàäà÷à äëÿ 9 êëàññà

Â ðÿä âûïèñàíî 2021 ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë ðàâíî
2021, à ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äåñÿòè ïîäðÿä ñòîÿùèõ ÷èñåë ðàâíî 1. ×åìó ðàâíî
1011-îå ïî ñ÷åòó ÷èñëî?



Ðåøåíèå

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü â ðÿä âûïèñàíî N = 2021 ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,
ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë ðàâíî P = 2021, à ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ 10 ïîäðÿä
ñòîÿùèõ ÷èñåë ðàâíî Q = 1. ×åìó ðàâíî ÷èñëî C, èìåþùåå íîìåð 1011?

Åñëè ðàçáèâàòü ðÿä íà áëîêè ïî 10 ÷èñåë �âñòûê�, äâèãàÿñü îäíîâðåìåííî
ñëåâà è ñïðàâà íàâñòðå÷ó, òî î÷åðåäíîé áëîê ñëåâà çàêîí÷èòñÿ íà ïîçèöèè 1010,
à íåêîòîðûé áëîê ñïðàâà � íà ïîçèöèè 1012.

Òîãäà ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë ðàâíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, P , à ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, Qk · C (ãäå k = 101 � êîëè÷åñòâî áëîêîâ ïî 10 ÷èñåë). Òàêèì îáðàçîì,

C =
P

Qk
.

Îòâåò. 2021.

Çàäà÷à äëÿ 9 êëàññà

Êîðîòàÿ âðåìÿ ïåðåä ðàññâåòîì, ñóïåðàãåíòû Àëîâ è Âåðòîâ èãðàþò â òàêóþ
èãðó: Àëîâ âûáèðàåò ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî a1, Âåðòîâ óâåëè÷èâàåò èëè
óìåíüøàåò åãî íà 2, ïîëó÷àÿ ÷èñëî b1. Çàòåì êàæäûé ïî î÷åðåäè âû÷èñëÿåò
ñâîå ñëåäóþùåå ÷èñëî ïî ôîðìóëàì:{

an+1 = n(n− 1)− 5an − 7bn,

bn+1 = 2 + n2 − n− 5bn − 7an, n = 1, 2, ...

Ìîãóò ëè àãåíòû íà êàêîì-òî øàãå n > 1 ïîëó÷èòü ðàâíûå ÷èñëà?

Ðåøåíèå.
Îáîçíà÷èì ∆n+1 = an+1 − bn+1. Äëÿ ýòîé âåëè÷èíû èìååì

∆n+1 = an+1 − bn+1 = 2an − 2bn − 2 = 2∆n − 2 = 2(2∆n−1 − 2)− 2 =

= 22∆n−1 − 22 − 21 = 22(2∆n−2 − 2)− 22 − 21 = 23 − 23 − 22 − 21 = ... =

= 2n∆1 −
n∑

p=1

2p = 2n∆1 −
2(2n − 1)

2− 1
= 2n(∆1 − 2) + 2.

Ïðèðàâíÿåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ê íóëþ è, òàê êàê ∆1 ∈ {−2, 2}, ðàñ-
ñìîòðèì îáà ñëó÷àÿ.

2n × 0 = −1
2n × (−4) = −1

⇔ 2n =
1

4
⇒ n < 0

Î÷åâèäíî, òàêîãî n ñðåäè íàòóðàëüíûõ áûòü íå ìîæåò.

Îòâåò. Íå ìîãóò.



Çàäà÷à äëÿ 8 êëàññà

Àâñòðàëèéñêèé ôåðìåð Êîìáè Êîðì ðàçâîäèò ïîðîäèñòûõ ñâèíåé. Â îäèí
ñåçîí êàæäàÿ ñâèíîìàòêà ïðèíåñëà îò øåñòè äî äâåíàäöàòè ïîðîñÿò. Âîçìîæíî
ëè, ÷òî 40% ïðèïëîäà ïîÿâèëàñü ó 20% ñâèíîìàòîê?

Ðåøåíèå. Ïóñòü êîëè÷åñòâî ñâèíîìàòîê ðàâíî N , à îáùåå ÷èñëî ïîðîñÿò
ðàâíî P . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óêàçàííîå â óñëîâèè ñîîòíîøåíèå âîçìîæíî.

Òîãäà, ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç 0.2N ñâèíîìàòîê ïðèíåñëà íå áîëåå 12 ïîðîñÿò,
òî

0.4P ≤ 12 · 0.2N.
Îñòàëüíûå 0.8N ñâèíîìàòîê ïðèíåñëè íå ìåíåå 6 ïîðîñÿò êàæäàÿ, ïîýòîìó

äëÿ îñòàâøèõñÿ 60% ïðèïëîäà ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

6 · 0.8N ≤ 0.6P.

Íî íåðàâåíñòâà

0.4P ≤ 2.4N è 4.8N ≤ 0.6P

êàê è ýêâèâàëåíòíûå èì

P ≤ 6N è 8N ≤ P

íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåííîå íåâîçìîæíî.

Îòâåò. Íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à äëÿ 8 êëàññà

Íà êîëüöåâîé àâòîäîðîãå âîêðóã îçåðà Ê óñòàíîâèëè 103 ïîñòà ÄÏÑ. Çàäóì-
÷èâûé âîäèòåëü, ñîâåðøèâ íåñêîëüêî âèòêîâ ïî äîðîãå, îáíàðóæèë, ÷òî êàæäûé
òðåòèé ïîñò � ýòî ìóëÿæ. Ïðàâ ëè áûë åãî âäóì÷èâûé ïàññàæèð, çàÿâèâøèé,
÷òî â òàêîì ñëó÷àå âñå ïîñòû ÿâëÿþòñÿ ìóëÿæàìè?

Ðåøåíèå.
Äàíî ìíîæåñòâî èç 103 ýëåìåíòîâ (ïîñòîâ), êîòîðûå öèêëè÷åñêè ïîâòîðÿþò-

ñÿ. Ñîãëàñíî óñëîâèþ ìóëÿæàìè ÿâëÿþòñÿ 1, 4, 7 è ò.ä. ïîñòû. Èíûìè ñëîâàìè,
âñå ïîñòû, íîìåðà êîòîðûõ äàþò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

Â òîì ÷èñëå, òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ïîñò íîìåð 103. Òðåòüèì ïîñëå íåãî ïîñòîì
áóäåò ïîñò íîìåð 3, çàòåì 6 è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, âñå ïîñòû, íîìåðà êîòîðûõ
äåëÿòñÿ íà 3 (áåç îñòàòêà) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìóëÿæàìè.

Â òîì ÷èñëå, òàêîâ ïîñò íîìåð 102. Òðåòüèì ïîñëå íåãî ïîñòîì áóäåò ïîñò
íîìåð 2, çàòåì 5 è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, âñå ïîñòû, íîìåðà êîòîðûõ ïðè äåëåíèè
íà 3 äàþò îñòàòîê 2, òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìóëÿæàìè.



Âñå âîçìîæíûå ðåçóëüòàòû äåëåíèÿ íà 3 ðàññìîòðåíû, è âî âñåõ ñëó÷àÿõ
îáíàðóæåíû ìóëÿæè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàññàæèð ïðàâ.

Îòâåò. Ïðàâ, âñå ïîñòû ÿâëÿþòñÿ ìóëÿæàìè.

Çàäà÷à äëÿ 7 êëàññà

Íà çàáîðå íàïèñàíî äðóã çà äðóãîì áîëåå ñòà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ìîæåò
ëè áûòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ òðåõ ïîäðÿä ñòîÿùèõ ÷èñåë ðàâíî îäíîé è òîé
æå âåëè÷èíå a, íå ïðåâîñõîäÿùåé 125, à ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ ÷åòûðåõ ïîäðÿä
ñòîÿùèõ ÷èñåë ðàâíî îäíîé è òîé æå âåëè÷èíå b, íå ìåíüøåé 1000?

Ðåøåíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà. Îáîçíà÷èì ÷èñëà íà çà-
áîðå x1, x2, x3, . . . (íèæíèé èíäåêñ îáîçíà÷àåò ïîðÿäêîâûé íîìåð). Ðàññìîòðèì
ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ ÷åòûðåõ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíî ðàâíî b, ñ äðóãîé, îíî
ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ïåðâîãî è òðåõ ñëåäóþùèõ

b = x1 · x2 · x3 · x4 = x1 · a

Òî÷íî òàêîå æå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ëþáîãî ÷èñëà èç ïåðâîé ÷åò-
âåðêè, à òàêæå èç ëþáîé äðóãîé ÷åòâåðêè. Ïîýòîìó âñå ÷èñëà áóäóò ðàâíû äðóã

äðóãó è âåëè÷èíå c =
b

a
.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà c äîëæíà îäíîâðåìåííî
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

c3 ≤ 125, è 1000 ≤ c4.

Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî c ≤ 5. Íî 54 = 625 < 1000. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò îøèáî÷íîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ.

Îòâåò. Íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à äëÿ 7 êëàññà

Óêàæèòå âñå çíà÷åíèÿ x, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(2x− 1− (2x− 1− . . . (2x− 2022))) = 2021

â êîòîðîì 2000 ïàð ñêîáîê.

Ðåøåíèå. Çàìåíîé ïåðåìåíîé
t = 2x− 1 èëè t = 1− x èëè t = 3x− 2 èëè t = 2− 3x óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê

ìîäåëüíîìó
(t− (t− . . . (t− 2021))) = 2021,



â êîòîðîì ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ïàð ñêîáîê. Ðàññìîòðåâ äâå âíóòðåííèå (èëè àíà-
ëîãè÷íî âíåøíèå) ïàðû ñêîáîê

(t− (t− a)) = a,

ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî êàæäîå ðàñêðûòèå äâóõ ïàð ñêîáîê íå èçìåíÿåò ñòðóê-
òóðû óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó ïîñëå ðàñêðûòèÿ âñåõ ïàð ñêîáîê ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
a = a, âåðíîå ïðè ëþáûõ x.

Îòâåò. x � ëþáîå ÷èñëî.

Çàäà÷à äëÿ 6 êëàññà

Îäíàæäû ïåðåä ëåêöèåé ñîñòîÿëñÿ äèàëîã òðåõ ñòóäåíòîâ. Ïåðâûé ñêàçàë,
÷òî äî íà÷àëà ëåêöèè åùå êàê ìèíèìóì ïÿòíàäöàòü ìèíóò. Âòîðîé îïðîâåðã
ïåðâîãî, çàÿâèâ, ÷òî îñòàëîñü òî÷íî ìåíüøå ïÿòíàäöàòè ìèíóò. Òðåòèé æå ìè-
ðîëþáèâî çàÿâèë, ÷òî, â ëþáîì ñëó÷àå, õîòÿ áû îäíà ìèíóòà äî íà÷àëà òî÷íî
åñòü. Êîãäà âñå òðîå ïîäîøëè ê àóäèòîðèè, âûÿñíèëîñü, ÷òî íà ìîìåíò ðàçãîâî-
ðà òîëüêî îäíî âûñêàçûâàíèå èç òðåõ áûëî âåðíûì. Çà ñêîëüêî ìèíóò äî íà÷àëà
ëåêöèè ïðîõîäèë äèàëîã?

Ðåøåíèå

Åñòü òðè óòâåðæäåíèÿ î íåêîòîðîì êîëè÷åñòâå m. Ñîñòàâèì (äëÿ íàãëÿäíî-
ñòè) òàáëèöó èñòèííîñòè âûðàæåíèé, òðè ïîñëåäíèå ñòîëáöà êîòîðîé ñîäåðæàò
âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèþ (îäíî âåðíîå, äâà � íåò).

óòâåðæäåíèå 1 2 3

m ≥ N È Ë Ë

m < N Ë È Ë

m ≥ 1 Ë Ë È

Ðàçáåðåì ñòîëáåö ¾1¿. Åñëè ïåðâîå óòâåðæäåíèå â íåì èñòèííî, òî òðåòüå
òàêæå äîëæíî áûòü èñòèííûì. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà.

Ðàçáåðåì ñòîëáåö ¾2¿. Åñëè ëîæíî ïåðâîå è òðåòüå óòâåðæäåíèÿ, òî m = 0.
Â ýòîì ñëó÷àå âòîðîå óòâåðæäåíèå áóäåò èñòèííûì. Ñèòóàöèÿ äîïóñòèìàÿ.

Ðàçáåðåì ñòîëáåö ¾3¿. Ïåðâîå è âòîðîå óòâåðæäåíèÿ âçàèìîèñêëþ÷àþùèå,
îíè íå ìîãóò áûòü ëîæíûìè îäíîâðåìåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ ñèòóàöèÿ
íåâîçìîæíà.

Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûì ïîäõîäÿùèì ÿâëÿåòñÿ ñòîëáåö ¾2¿.

Îòâåò 0 ìèíóò.
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Îäíàæäû Ãàððè Ïîòòåð ïîïðîñèë Òàíþ Ãðîòòåð íàðèñîâàòü 12-óãîëüíèê,
âñå ñòîðîíû êîòîðîãî ïåðåñåêàåò îäíà åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ (íå ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà). Â îòâåò Òàíÿ ïîïðîñèëà Ãàððè íàðèñîâàòü
13-óãîëüíèê, îáëàäàþùèé òåì æå ñâîéñòâîì. Ïîìîãèòå ãåðîÿì. Ëèáî íàðèñóéòå
òàêîé ìíîãîóãîëüíèê (äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ), ëèáî îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ýòî ñäåëàòü
íåâîçìîæíî.

Ðåøåíèå. ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü ðèñóíîê èçîáðàçèì 8-óãîëüíèê, îáëàäà-
þùèé íóæíûì ñâîéñòâîì.

Äëÿ óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà âåðøèí ìîæíî äîáàâëÿòü ¾çóá÷èêè¿ â ñðåäíåé
âåðõíåé ÷àñòè ðèñóíêà. Ïðè ýòîì êàæäûé íîâûé ¾çóá÷èê¿ áóäåò ñîîòâåòñòâî-
âàòü äâóì íîâûì âåðøèíàì. Ïîýòîìó óêàçàííûì ñâîéñòâîì ìîæåò îáëàäàòü
ìíîãîóãîëüíèê ñ ïðîèçâîëüíûì ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì ñòîðîí.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó êðàñíàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò êàæäóþ ñòîðîíó ìíîãî-
óãîëüíèêà, òî ñ îáåèõ ñòîðîí îò íåå áóäåò íàõîäèòüñÿ ðàâíîå êîëè÷åñòâî âåð-
øèí. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îáùåå êîëè÷åñòâî âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà íå÷åòíî,
òî óêàçàííûé ÷åðòåæ ïîñòðîèòü íåâîçìîæíî.

Îòâåò. Òàíÿ ñìîæåò, Ãàððè íåò.
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Äàíî 23 ÷èñëà. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ëþáûõ øåñòè èç íèõ ïîëîæèòåëüíà.
Âåðíî ëè, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë ïîëîæèòåëüíà?

Ðåøåíèå

Äàíî, ÷òî ñóììà ëþáûõ øåñòè ÷èñåë ïîëîæèòåëüíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóì-
ìà âñåõ îòðèöàòåëüíà. Âûáðîñèì èç ýòîé ñóììû ñàìîå áîëüøîå ñëàãàåìîå. Â
ðåçóëüòàòå åå âåëè÷èíà óìåíüøèòñÿ è îñòàíåòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Â îñòàâøåéñÿ
ñóììå ñíîâà îòáðîñèì ñàìîå áîëüøîå ñëàãàåìîå. Çíàê ñóììû ñíîâà ñîõðàíèòñÿ.
Òàê áóäåì ïîñòóïàòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ ñóììà øåñòè ñëàãàåìûõ.
Îíà òàêæå ñîõðàíèò ñâîé îòðèöàòåëüíûé çíàê. Íî ïî óñëîâèþ ñóììà ëþáûõ
øåñòè ÷èñåë ïîëîæèòåëüíà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îáîñíîâûâàåò ëîæíîñòü
ïðåäïîëîæåíèå îá îòðèöàòåëüíîñòè âñåé ñóììû.

Îòâåò. Âåðíî. Äîêàçàòåëüñòâî âûøå.


