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ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ
ÂÀÐÈÀÍÒ 17101 äëÿ 10 êëàññà

1. ×èñëî A äåëèòñÿ íà 6 è åãî çàïèñü çàêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 2. Åñëè æå
ïîñëåäíþþ öèôðó ïåðåñòàâèòü â íà÷àëî, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, íà 18 áîëüøåå
A. Ìîæåò ëè ÷èñëî A áûòü 2023-çíà÷íûì? 2024-çíà÷íûì? Åñëè äà, íàéäèòå
ïðèìåð òàêîãî ÷èñëà; åñëè íåò, îáúÿñíèòå, ïî÷åìó.

Ðåøåíèå.
×èñëî A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå A = 10x+ 2, ãäå x � íåêîòîðîå ÷èñëî,

ñîñòàâëåííîå èç âñåõ öèôð ÷èñëà A êðîìå ïîñëåäíåé. Ïîñëå ïåðåñòàíîâêè
ïîñëåäíåé öèôðû â íà÷àëî áóäåò ïîëó÷åíî íîâîå ÷èñëî B, êîòîðîå çàïèøåòñÿ
êàê B = 2 · 10n + x (ãäå n ∈ N).

Ñîãëàñíî óñëîâèþ, B = A+ 18, ÷òî äàåò óðàâíåíèå

2 · 10n + x = 10x+ 2 + 18 = 10x+ 20,

îòêóäà
9x = 2 · 10n − 20 = 20 · (10n−1 − 1).

Åñëè n ≥ 2, òî

9x = 20 · 9 9 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n−1

⇒ x = 20 · 1 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n−1

= 22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n−1

0 ⇒ A = 22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n−1

0 2

×òîáû ïîëó÷åííîå ÷åòíîå ÷èñëî áûëî êðàòíî 6-òè, îíî äîëæíî äåëèòüñÿ íà
3. Ýòî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè êîëè÷åñòâî äâîåê â åãî çàïèñè n áóäåò äåëèòüñÿ
íà 3. Ýòî âîçìîæíî äëÿ n = 2022, ò.å. äëÿ 2023-çíà÷íîãî ÷èñëà.

Îòâåò: à) ìîæåò: A = 22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2021

0 2; á) íå ìîæåò.



2. Â êðóãîâîé ñåêòîð ðàäèóñà R ñ öåíòðàëüíûì óãëîì α âïèñàíû äâå
îêðóæíîñòè (îáå êàñàþòñÿ ðàäèóñîâ-ñòîðîí ñåêòîðà, äðóã äðóãà âíåøíèì îá-
ðàçîì, à áîëüøàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ñåêòîðà). Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
ìîæåò ïðèíèìàòü îòíîøåíèå ðàäèóñà ìåíüøåé îêðóæíîñòè ê R è ïðè êàêîì
çíà÷åíèè α îíî äîñòèãàåòñÿ?

Ðåøåíèå.
Îáîçíà÷èì ðàäèóñû ìàëîé è áîëüøîé âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ÷åðåç x è

y, ââåäåì âåëè÷èíó β = α/2.

O
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x
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Âûðàçèì ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ ÷åðåç ðàäèóñû òðåõ îêðóæíîñòåé.

OO2 = R− y, OO1 = R− x− 2y.

Èç ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷àåì

1
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.

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà
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.

Îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû t =
y

R
îòíîøåíèå

x

R
åñòü ïàðàáîëà (1− 2t) · t.

Âåðøèíà ýòîé ïàðàáîëû (åå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå) íàõîäèòñÿ â tB = 1
4 .

Ñëåäîâàòåëüíî, max
x

R
=

1

8
.

Äëÿ ïîèñêà óãëà îñòàåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå

1

sin β
=
R

y
− 1 =

1

tB
− 1 = 3.

Òàêèì îáðàçîì, α = 2β = 2arcsin
1

3
.

Îòâåò: 1/8 ïðè α = 2arcsin
1

3
.



3. Íà ïðÿìîëèíåéíîé ëèíèè ýëåêòðîïåðåäà÷ ÷åðåç êàæäûåm êì óñòàíîâëå-
íû îáñëóæèâàþùèå ïîäñòàíöèè. Åñëè çàíóìåðîâàòü èõ ïîäðÿä âäîëü ëèíèè,
òî ðàññòîÿíèå îò öåíòðàëüíîãî ïîñòà äî ïåðâîé ïîäñòàíöèè ðàâíî 6

√
2 êì,

äî òðåòüåé � 2
√
34 êì è äî ÷åòâåðòîé � 6

√
10 êì. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò

ïåðâîé ïîäñòàíöèè íàõîäèòñÿ òî÷êà íà ëèíèè, áëèæàéøàÿ ê öåíòðàëüíîìó
ïîñòó? Íàéäèòå òàêæå ðàññòîÿíèå îò ïîñòà äî ëèíèè è çíà÷åíèå m, åñëè ýòî
âîçìîæíî.

Ðåøåíèå.
Åñëè ââåñòè äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò â òî÷êå

ðàñïîëîæåíèÿ ïåðâîé ïîäñòàíöèè è îäíîé èç îñåé, íàïðàâëåííîé âäîëü ëèíèè
(ìîæíî è èíà÷å), òî êîîðäèíàòû âñåõ ïîäñòàíöèé áóäóò èçìåíÿòüñÿ ëèíåéíûì
îáðàçîì, ñëåäîâàòåëüíî êâàäðàòû ðàññòîÿíèé äî ïîñòà áóäóò ÿâëÿòüñÿ çíà-
÷åíèÿìè íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè P (s) = as2 + bs+ c. Íàéäåì
åãî. Áóäåì èçìåðÿòü s â óñëîâíûõ åäèíèöàõ äëèíû, ðàâíûõ m. Òîãäà

P (0) = c = 72,

P (2) = 4a+ 2b+ c = 136,

P (3) = 9a+ 3b+ c = 360.

Èç ïîëó÷åííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû íàéäåì

a = 64, b = −96, c = 72.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

P (s) = 64s2 − 96s+ 72 = (8s− 6)2 + 36.

Âèäíî, ÷òî P (s) íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü (è âñþäó ïîëîæèòåëåí). Åãî
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî 36, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ îò
ïîñòà äî ëèíèè.

Ýòîò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè s = s0 = 3
4 , ñëåäîâàòåëüíî ðàññòîÿíèå d

îò ïåðâîé ïîäñòàíöèè (íà÷àëà îòñ÷åòà) äî òî÷êè, áëèæàéøåé ê ïîñòó, ðàâíî
3
4m.
Ñàìó âåëè÷èíó d íåñëîæíî íàéòè èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ ãè-

ïîòåíóçîé 6
√
2 è êàòåòîì 6. Îíà ðàâíà 6. Ñëåäîâàòåëüíî, m = 4

3d = 8.

Îòâåò: áëèæàéøàÿ òî÷êà � â 6 êì îò ïåðâîé ïîäñòàíöèè, ðàññòîÿíèå äî
ïîñòà ðàâíî 6 êì, m = 8 êì.



4. Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà íå÷åòíîé ñòåïåíè

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

âçÿòûå â òîì æå ïîðÿäêå (íà÷èíàÿ ñî ñòàðøåé ñòåïåíè), îáðàçóþò ãåîìåòðè-
÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ îòðèöàòåëüíûì çíàìåíàòåëåì q.

A) Äîêàæèòå, ÷òî Pn(x) íå ìîæåò èìåòü îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé.
Á) Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîð-

íåé Pn(x) è íàéäèòå õîòÿ áû îäèí èç íèõ.

Ðåøåíèå.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ak = ak+1q = anq

n−k. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå

Pn(x) = an
(
xn + qxn−1 + . . .+ qn−1x+ qn

)
.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ t = x/q. Òîãäà íàø ìíîãî÷ëåí ïðèìåò âèä

Pn(t) =
an
qn
(
tn + tn−1 + . . .+ t+ 1

)
.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Qn(t) = tn + tn−1 + . . .+ t+ 1. Îí èìååò íå÷åòíóþ
ñòåïåíü è âñå åãî êîðíè â q ðàç îòëè÷àþòñÿ îò êîðíåé Pn.

Ñïîñîá 1. Â ñèëó íå÷åòíîñòè n âñå ñëàãàåìûåQn(t) ìîæíî ðàçáèòü íà ñî-
ñåäíèå ïàðû ïîäðÿä, íà÷èíàÿ ñî ñòàðøèõ, è òåì ñàìûì ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå
íà ìíîæèòåëè

Qn(t) = tn−1(t+ 1) + tn−3(t+ 1) + . . .+ t2(t+ 1) + (t+ 1) =

= (t+ 1)(tn−1 + tn−3 + . . .+ t2 + 1).

Âòîðîé ìíîæèòåëü íå ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ, òàê êàê âñå ïîêàçàòåëè
ñòåïåíåé ÷åòíûå (â ñèëó íå÷åòíîñòè n), ïîýòîìó Qn(t) èìååò åäèíñòâåííûé
êîðåíü t0 = −1.

Ñïîñîá 2. Âèäíî, ÷òî t = 1 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì Qn(t). Âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñèè (ïðè t 6= 1). Òîãäà

Qn(t) =
1− qn+1

1− q
.

Ïîñêîëüêó n+ 1 � ÷åòíîå, òî ÷èñëèòåëü çàíóëÿåòñÿ ïðè t = t0 = −1. Äðóãèõ
êîðíåé (ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ) ýòîò ìíîãî÷ëåí íå èìååò.

Òàêèì îáðàçîì, Pn(x) òàêæå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x0 = t0q = −q.
Ïîñêîëüêó q < 0, ýòîò êîðåíü ïîëîæèòåëåí.

Îòâåò: ìíîãî÷ëåí èìååò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü x0 = −q.



5. Êíèãà î âêóñíîé è çäîðîâîé ïèùå ëþäîåäà (Ã. Îñòåð) ñîäåðæèò ðåöåïò
èçóìèòåëüíîãî áëþäà ¾Ñîñèñêà ñî ñêðîìíèöàìè¿. Ëþäîåä èìååò çàïàñ õîðî-
øî óïèòàííûõ ñêðîìíèö íà 4 òàêèõ áëþäà è õî÷åò ñîñòàâèòü ñâîå ìåíþ íà
íåäåëþ òàê, ÷òîáû ïåðåðûâû ìåæäó ¾Ñîñèñêàìè ñî ñêðîìíèöàìè¿ ñîñòàâ-
ëÿëè íå áîëåå äâóõ äíåé (â ðàìêàõ îäíîé íåäåëè). Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè
ñïîñîáàìè îí ìîæåò âûáðàòü 4 äíÿ äëÿ ëàêîìñòâà ñêðîìíèöàìè?

Ðåøåíèå.
Èç 7-ìè äíåé íåäåëè äîëæíî áûòü 4 äíÿ Ñ (ïîåäàíèå ñêðîìíèö) è 3 äíÿ Î

(áåç ñêðîìíèö). Îáùåå êîëè÷åñòâî âçàèìíûõ ðàñïîëîæåíèé äíåé Ñ è Î ðàâíî

C4
7 = C3

7 =
5 · 6 · 7
2 · 3

= 35.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ, íå ìîæåò áûòü áîëåå äâóõ äíåé Î ïîäðÿä. Ïîýòîìó èç
îáùåãî êîëè÷åñòâà âàðèàíòîâ íóæíî âû÷åñòü êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàñïîëî-
æèòü òðè äíÿ Î ïîäðÿä (âñå îñòàëüíûå êîìáèíàöèè ïîäõîäÿò).

Òðè Î ïîäðÿä ìîãóò ñòîÿòü ìåæäó ëþáûìè èç 4-õ Ñ, ÷òî äàåò 3 âàðèàíòà.
Òàêæå òðè Î ïîäðÿä ìîãóò ñòîÿòü ëèáî â íà÷àëå íåäåëè, ëèáî â åå êîíöå, íî

â òàêîì ñëó÷àå ïåðåðûâîâ ìåæäó äíÿìè Ñ íå âîçíèêàåò âîâñå (åñëè ïîíèìàòü
îäíó íåäåëþ êàê ñåìü äíåé ñ ïîíåäåëüíèêà ïî âîñêðåñåíüå).

Ïîýòîìó èñêîìîå êîëè÷åñòâî åñòü 35− 3 = 32.

Îòâåò: 32.

NB Åñëè æå ïîíèìàòü íåäåëþ êàê ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê èç ñåìè äíåé
ïîäðÿä, òî èñêîìîå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ñîñòàâèò 35− 5 = 30.


