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1. Ýêðàí, çàùèùàþùèé îò ñêàíèðîâàíèÿ ìûñëåé, îòðàæàåò 40% ïàäàþ-
ùåãî íà íåãî èçëó÷åíèÿ, 21% ïðîïóñêàåò, à îñòàëüíîå ïîãëîùàåò. Âñå êîýô-
ôèöèåíòû (ïðîöåíòû) íå çàâèñÿò îò óãëà ïàäåíèÿ ëó÷åé è îò òîãî, ñ êàêîé
ñòîðîíû îíè ïàäàþò íà ýêðàí. Êàêîé ïðîöåíò ñêàíèðóþùèõ ëó÷åé íå áóäåò
ïðîïóùåí, åñëè ïîñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíî äâà òàêèõ ýêðàíà?

Ðåøåíèå.

1 âàðèàíò. Ïðèìåì ïàäàþùèé íà ñèñòåìó èç äâóõ ýêðàíîâ ïîòîê çà åäè-
íèöó. Îáîçíà÷èì (ñ ó÷åòîì âñåõ îòðàæåíèé) ÷åðåç x ÷àñòü ïîòîêà, êîòîðàÿ
èäåò ìåæäó ýêðàíàìè îò ïåðâîãî êî âòîðîìó, ÷åðåç y � ÷àñòü ïîòîêà, êîòî-
ðàÿ îòðàçèòñÿ îò âòîðîãî ýêðàíà âíóòðü äâîéíîé ñèñòåìû, à ÷åðåç v � ÷àñòü,
ïðîøåäøóþ ÷åðåç îáà ýêðàíà. Òîãäà

x = 0.21 + 0.4y,

y = 0.4x,

v = 0.21x.

Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé íàõîäèì x = 0.25. Ñëåäîâàòåëüíî, v = 0.0525. Íå
áóäåò ïðîïóùåíî 1− v = 0.9475.

2 âàðèàíò. Ïðèìåì ïàäàþùèé íà ñèñòåìó èç äâóõ ýêðàíîâ ïîòîê çà åäè-
íèöó. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ïî øàãàì. Íà ïåðâîì øàãå ÷åðåç ïåðâûé ýêðàí
ïðîéäåò 0.21 ÷àñòü ïîòîêà, èç êîòîðîé 0.212 ïðîéäåò ñêâîçü âòîðîé ýêðàí, à à
0.21 · 0.4 îòðàçèòñÿ âíóòðü ñèñòåìû ýêðàíîâ. Íà âòîðîì øàãå îò âíóòðåííåé
ñòîðîíû ïåðâîãî ýêðàíà îòðàçèòñÿ ÷àñòü ïîòîêà, ðàâíàÿ 0.21 · 0.42, èç êîòî-
ðîé 0.212 · 0.42 ïðîéäåò ñêâîçü âòîðîé ýêðàí, à à 0.21 · 0.43 îòðàçèòñÿ âíóòðü
ñèñòåìû ýêðàíîâ.

Ïðèìåíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ, ïîëó÷àåì, ÷òî íà k-ì øàãå ñêâîçü
âòîðîé ýêðàí âûõîäèò 0.212 · 0.42k−2 îò åäèíè÷íîãî ïîòîêà, à âíóòðü îòðà-
æàåòñÿ 0.21 · 0.42k−1. Îñòàåòñÿ ñëîæèòü âñå âûõîäû ÷åðåç âòîðîé ýêðàí, èõ
ñóììèðîâàíèå ñâîäèòñÿ ê ñóììå áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè.

0.212 + 0.212 · 0.42 + 0.212 · 0.44 + . . . = 0.212 · 1

1− 0.42
=

0.212

0.84
=

0.21

4
.

Òàêèì îáðàçîì, íå ïðîéäåò ÷åðåç äâîéíîé ýêðàí 1−0.21
4

= 1−0.0525 = 0.9475.

Îòâåò: 94.75%.



2. Èíæåíåð Êîâîðêèí óñòàíîâèë, ÷òî ìîùíîñòü èííîâàöèîííîé íàíîýëåê-
òðîñòàíöèè (âûðàæåííàÿ â ÃÂò) äîëæíà áûòü ðàâíà êîðíþ óðàâíåíèÿ

1− x2 +
3

√
8x3 − 1− x2

(
12

3
√

1− x2 − 1
)
+ 6x

3
√

1 + x4 − 2x2 = 2x.

Âûÿñíèòå, èìååò ëè ýòî óðàâíåíèå êîðíè è åñòü ëè ñðåäè íèõ ïîëîæèòåëüíûå.
Åñëè êîðíè èìåþòñÿ, òî íàéäèòå ìàêñèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé ïî ìîäóëþ
ñðåäè íèõ.

Ðåøåíèå.

Çàéìåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ:

8x3 − 1− x2
(
12

3
√

1− x2 − 1
)
+ 6x

3
√

1 + x4 − 2x2 =

= 8x3 − 12x2
3
√
1− x2 + 6x 3
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(1− x2)2 − 1 + x2 =

(
2x− 3

√
1− x2
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.

Òîãäà óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê âèäó

1− x2 + 2x− 3
√
1− x2 = 2x ⇔ 1− x2 − 3

√
1− x2 = 0.

Ââåäåì çàìåíó t = 3
√
1− x2, óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

t3 − t = 0 ⇔ t(t− 1)(t+ 1) = 0.

Ðàññìîòðèì âñå ñëó÷àè è ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó.
1. Ïóñòü t = 0. Òîãäà

3
√

1− x2 = 0 ⇒ 1− x2 = 0 ⇒ x = ±1.

2. Ïóñòü t = 1. Òîãäà

3
√

1− x2 = 1 ⇒ 1− x2 = 1 ⇒ x = 0.

3. Ïóñòü t = −1. Òîãäà
3
√

1− x2 = −1 ⇒ 1− x2 = −1 ⇒ x = ±
√
2.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå èìååò êîðíè, â òîì ÷èñëå ïîëîæèòåëüíûå. Ìàê-
ñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ êîðåíü ýòî x = ±

√
2, à ìèíèìàëüíûé ïî ìîäóëþ x = 0.

Îòâåò: ïîëîæèòåëüíûå êîðíè åñòü; ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ x = ±
√
2,

ìèíèìàëüíûé ïî ìîäóëþ x = 0.

3. Âåðíî ëè, ÷òî âûðàæåíèå

x2025 − 2025x+ 2024

äåëèòñÿ íà (x− 1)2 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì x > 1?



Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì

x2025 − 2025x+ 2024 = x2025 − 1− 2025x+ 2025 =

= (x− 1)(x2024 + x2023 + . . .+ x+ 1)− 2025(x− 1) =

(x− 1)(x2024 − 1 + x2023 − 1 + . . .+ x− 1).

Îäèí ìíîæèòåëü (x − 1) ÿâíî âûäåëåí. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî êàæäàÿ
èç ðàçíîñòåé âèäà (xk − 1) äåëèòñÿ íà (x − 1) ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k.
Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðàÿ ñêîáêà òàêæå äåëèòñÿ íà (x− 1).

Îòâåò: äà, âåðíî.

4. Äâå õîðäû â êðóãå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ îäíà
äåëèòñÿ íà îòðåçêè 1 ñì è 4 ñì, à äðóãàÿ äåëèòñÿ íà îòðåçêè 2 ñì è 3 ñì.
Íàéäèòå ïëîùàäü ýòîãî êðóãà.

Ðåøåíèå. Íà÷íåì ñ ¾ïðîâåðêè ÎÄÇ¿. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè äâå õîðäû äå-
ëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ íà îòðåçêè äëèíû a1, b1 (ïåðâàÿ) è a2, b2 (âòîðàÿ),
òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

a1 · b1 = a2 · b2.

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëîâûå äàííûå èç óñëîâèÿ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî

1 · 4 6= 2 · 3.

Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííàÿ â çàäà÷å êîíôèãóðàöèÿ íå ìîæåò áûòü ðåàëè-
çîâàíà.

Îòâåò: ïëîùàäü íàéòè íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó êðóã ñ óêàçàííûìè ïàðà-
ìåòðàìè õîðä íå ñóùåñòâóåò.

5. Íà ïîëîñå èç 2025 êëåòîê ñòîèò òîïîòóí, êîòîðûé ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ
íà îäíó èëè äâå êëåòêè. Åìó íåîáõîäèìî ïðîéòè ñíà÷àëà â îäèí êîíåö ïîëî-
ñû, çàòåì â äðóãîé è âåðíóòüñÿ â íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, ïðè÷åì íà êàæäîì
èç òðåõ ýòàïîâ äâèãàòüñÿ ìîæíî òîëüêî â ñòîðîíó ñâîåé öåëè. Îáùåå êîëè-
÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé õîäîâ, êîòîðûìè òîïîòóí ìîæåò îñó-
ùåñòâèòü æåëàåìîå, èñêàòü íå òðåáóåòñÿ. Íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, ïðè êàêîì
íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè îáùåå êîëè÷åñòâî òàêèõ âàðèàíòîâ áóäåò íàèáîëüøèì.

Ðåøåíèå.ÏóñòüNk � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïîïàñòü íà k-þ ïî ñ÷åòó êëåòêó.
Òóäà òîïîòóí ìîæåò ïîïàñòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: ñ êëåòêè k − 1 ëèáî k − 2.
Ïîýòîìó

Nk = Nk−1 +Nk−2.

Åñëè çàäàòü êëåòêå, íà êîòîðîé ñòîèò òîïîòóí, íîìåð 1, òî N2 = 1, N3 = 2.



Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî õîäîâ çàäàåòñÿ õîðîøî èçâåñòíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è (íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî).

Åñëè òîïîòóí íà÷èíàåò ñ êëåòêè ñ íîìåðîì k, òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ äîé-
òè äî êëåòêè ñ íîìåðîì L = 2025 ðàâíî NL−k+1. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ äîéòè
îò êëåòêè ñ íîìåðîì L = 2025 äî ïåðâîé êëåòêè (ïðîéòè âñþ ïîëîñó) ñîñòàâ-
ëÿåò NL, à êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âåðíóòüñÿ ñ êëåòêè íîìåð îäèí íà êëåòêó ñ
íîìåðîì k ðàâíî Nk. Îáùåå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ åñòü NL−k+1 ·NL ·Nk. Åñëè
æå äâèæåíèå íà÷èíàåòñÿ èç êîíöà ïîëîñû, òî îáùåå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ
åñòü NL ·NL.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî íàéòè ìàêñèìóì ïî ïàðàìåòðó k âûðàæåíèÿ

Nk ·NL−k+1,

(äëÿ L = 2025) è ñðàâíèòü åãî ñ NL.
Åñëè ïðîâåñòè ðàñ÷åòû ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ L, òî ìîæíî âûäâèíóòü

ãèïîòåçó, ÷òî
Nk ·NL−k+1 < NL.

1 âàðèàíò. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ Nk ·NL−k+1 è NL êàê êîëè÷åñòâî ñïî-
ñîáîâ ïåðåäâèíóòüñÿ ïî ïîëîñå. Ïåðâîå èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâó ñïî-
ñîáîâ ïåðåìåñòèòüñÿ íà L-þ êëåòêó âïðàâî, íî ñ îáÿçàòåëüíûì ïîñåøåíèåì
êëåòêè ñ íîìåðîì k. Âòîðîå (NL) åñòü îáùåå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïåðåìå-
ñòèòüñÿ íà òàêîå æå êîëè÷åñòâî êëåòîê, êîòîðîå âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê âàðè-
àíòû ñ ïîñåùåíèåì êëåòêè ñ íîìåðîì k, òàê è âàðèàíòû ñ ïåðåïðûãèâàíèåì
ýòîé êëåòêè.

Ñëåäîâàòåëüíî, NL > Nk ·NL−k+1.

2 âàðèàíò. Ïåðåïèøåì äîêàçûâàåìóþ ôîðìóëó â âèäå

Nk ·Nm < Nk+m−1

è äîêàæåì åå èíäóêöèåé ïî k ïðè ôèêñèðîâàííîì m.
Áàçó ïðîâåðèì äëÿ k = 2.

N2 ·Nm = 1 ·Nm < N2+m−1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà k + 1 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ
âñåõ ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé k íåðàâåíñòâî âåðíî.

N(k+1)+m−1 = Nk+m−1+Nk+m−2 > Nk·Nm+Nk−1·Nm = (Nk+Nk−1)Nm = Nk+1·Nm.

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ áóäåò ïðè íà÷àëå äâè-
æåíèÿ èç ëþáîãî êîíöà ïîëîñû.

Îòâåò: ìàêñèìóì � ïðè íà÷àëå äâèæåíèÿ èç ëþáîãî êîíöà ïîëîñû.


