
Материалы заданий Олимпиады школьников «Надежда энергетики» 
по предмету «математика» в 2015/2016 учебном году 

Характер и уровень сложности олимпиадных задач направлены на достижение целей 
проведения олимпиады: выявить способных участников, твердо владеющих школьной 
программой  и  наиболее подготовленных к усвоению образовательных программ 
технических ВУЗов, обладающих логикой и творческим характером мышления, умеющих 
математически "смоделировать" реальные ситуации из различных предметных областей и 
применить к ним наиболее подходящие математические методы. 

Задания олимпиады дифференцированы по сложности и требуют различных 
временных затрат на полное и безупречное решение. Они охватывают все разделы 
школьной программы, но носят, в большинстве, комплексный характер, позволяющий 
варьировать оценки в  зависимости от проявленных в решении творческих подходов и 
продемонстрированных технических навыков. Участники должны самостоятельно 
определить разделы и теоретические факты программы, применимые в каждой задаче, 
разбить задачу на подзадачи, грамотно выполнить решение каждой подзадачи, 
синтезировать решение всей задачи из решений отдельных подзадач. 

Успешное выполнение олимпиадной работы не требует знаний, выходящих за 
пределы школьной программы, но, как видно из результатов олимпиады, доступно не 
каждому школьнику, поскольку требует творческого подхода, логического мышления, 
умения увидеть и составить правильный и оптимальный план решения, четкого и 
технически грамотного выполнения каждой части решения, отбора допустимых решений из 
возможного их множества. 

Умение справляться с такими заданиями приходит к участникам с опытом, который 
вырабатывается на тренировочном и отборочном этапах Олимпиады. 



Решения вариантов заключительного этапа Олимпиады школьников «Надежда 
энергетики» по предмету «математика» в 2015/2016 учебном году 



11 êëàññ.

Çàäà÷à 1. Â ñòðàíå ¾Ýíåðãåòèêà¿ 150 çàâîäîâ è íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíå-
íû àâòîáóñíûìè ìàðøðóòàìè, êîòîðûå íå îñòàíàâëèâàþòñÿ íèãäå, êðîìå ýòèõ
çàâîäîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå ÷åòûðå çàâîäà ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ïàðû òàê,
÷òî ìåæäó çàâîäàìè êàæäîé ïàðû õîäèò àâòîáóñ. Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷èñëî
ïàð çàâîäîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû àâòîáóñíûìè ìàðøðóòàìè.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêîé-òî çàâîä X ñîåäèíåí àâòîáóñíûìè
ìàðøðóòàìè íå áîëåå ÷åì ñ 146 çàâîäàìè. Òîãäà ÷åòâåðêà çàâîäîâ, ñîñòîÿùàÿ
èç X è êàêèõ-òî òðåõ, ñ êîòîðûìè îí íå ñîåäèíåí, íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
çàäà÷è, ïîñêîëüêó X íå ìîæåò áûòü â ïàðå íè ñ îäíèì èç òðåõ îñòàâøèõñÿ
çàâîäîâ. Ïîýòîìó êàæäûé çàâîä ñîåäèíåí õîòÿ áû ñ 147 çàâîäàìè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âñåãî ïàð çàâîäîâ, ñîåäèíåííûõ àâòîáóñíûìè ìàðøðóòàìè, íå ìåíü-
øå, ÷åì 147·150

2 = 11025.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìîæåò áûòü ðîâíî 11025 ïàð çàâîäîâ. Çàíóìåðóåì

çàâîäû ÷èñëàìè îò 1 äî 150 è ñîåäèíèì àâòîáóñíûìè ìàðøðóòàìè âñå çàâî-
äû, êðîìå ïåðâîãî è 150-ãî, à òàêæå çàâîäîâ, íîìåðà êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íà
åäèíèöó. Ïðîâåðèì, ÷òî ýòà êîíñòðóêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Ïî-
ñêîëüêó êàæäûé çàâîä ñîåäèíåí àâòîáóñíûìè ìàðøðóòàìè ñ 147 çàâîäàìè,
îáùåå êîëè÷åñòâî ïàð ñîåäèíåííûõ çàâîäîâ â òî÷íîñòè ðàâíî 147·150

2 = 11025.
Âîçüìåì òåïåðü ëþáóþ ÷åòâåðêó çàâîäîâ. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
1) Åñòü çàâîä, íå ñîåäèíåííûé ñ äâóìÿ èç òðåõ îñòàëüíûõ çàâîäîâ. Ïóñòü

çàâîä A íå ñîåäèíåí ñ çàâîäàìè B è C, íî ñîåäèíåí ñ çàâîäîì D. Òîãäà çàâîäû
B è C äîëæíû áûòü ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé, òàê êàê îñòàòêè îò äåëåíèÿ èõ
íîìåðîâ íà 150 ðàçëè÷àþòñÿ íà 2. Ïîýòîìó ïàðû (A,D) è (B,C) íàì ïîäõîäÿò.

2) Âñå çàâîäû ñîåäèíåíû ñ íå ìåíåå ÷åì äâóìÿ èç òðåõ îñòàëüíûõ çàâîäîâ.
Ïóñòü çàâîä A ñîåäèíåí ñ çàâîäàìè B è C. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ çàâîä D äîëæåí
áûòü ñîåäèíåí ñ B èëè C. Åñëè îí ñîåäèíåí ñ B, òî íàì ïîäîéäóò ïàðû (A,C)
è (B,D), à åñëè ñ C, òî ïàðû (A,B) è (C,D).

Îòâåò: 11025.

Çàäà÷à 2. Äëÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x0, x1, . . . , xn, xn+1, . . . âû-
ïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ 2xn = x0+x1+ · · ·+xn−1−xn ïðè âñåõ n = 0, 1, 2, . . .
Íàéäèòå êàæäûé ÷ëåí xn òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è çíà÷åíèÿ ñóìì Sn =
x0 + x1 + · · ·+ xn.

Ðåøåíèå. Èìååì

xn = (1/3)(x0 + x1 + · · ·+ xn−1).

7111



Òîãäà x0 � ëþáîå, è ïî èíäóêöèè

xn = x04
n−1/3n ïðè n ≥ 1,

Sn = x0(4/3)n.

Îòâåò: xn = x04
n−1/3n ïðè n ≥ 1, Sn = x0(4/3)n, x0 � ëþáîå.

Çàäà÷à 3. Øåñòü ÷èñåë çàïèñàíû â ðÿä. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü
åäèíèöà è ëþáûå òðè ñîñåäíèõ ÷èñëà èìåþò îäèíàêîâîå ñðåäíåå àðèôìåòè÷å-
ñêîå. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ëþáûõ òðåõ
ñîñåäíèõ â ýòîì ðÿäó ÷èñåë, åñëè ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ 6 ÷èñåë ðàâíî
A.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì â ðÿä a1, . . . , a6. Èç óñëîâèé

(1/3)(a1 + a2 + a3) = (1/3)(a2 + a3 + a4),

(1/3)(a2 + a3 + a4) = (1/3)(a3 + a4 + a5),

(1/3)(a3 + a4 + a5) = (1/3)(a4 + a5 + a6)

ïîëó÷àåì a1 = a4 = x, a2 = a5 = y, a3 = a6 = z. Çàïèñü â ðÿä èìååò âèä

x, y, z, x, y, z (1).

Cðåäè 6 ÷èñåë åñòü ïî êðàéíåé ìåðå òðè ïàðû ðàâíûõ. Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî
íåâàæíî, êàêîå èç çíà÷åíèé ðàâíî 1, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì
z = 1 è ïåðåïèøåì (1) â âèäå x, y, 1, x, y, 1. Èç óñëîâèÿ íà èõ ñðåäíåå àðèô-
ìåòè÷åñêîå èìååì (1/6)(x+ y+ 1 + x+ y+ 1) = (1/3)(x+ y+ 1) = A, îòêóäà

y = 3A− 1− x.

Îáîçíà÷èì p = 3A−1, òîãäà y = p−x è ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå òðåõ ñîñåäíèõ
÷èñåë âûðàæàåòñÿ êàê g(x) = 3

√
x(p− x). Ôóíêöèÿ g(x) èìååò ìàêñèìóì â

òîé æå òî÷êå, ÷òî è ôóíêöèÿ

f(x) = g3(x) = x(p− x).

Ýòî ïàðàáîëà, åå ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíå ñ êîîðäèíàòàìè (p/2, p2/4).
Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè g(x) = 3

√
f(x) åñòü

3
√
p2/4 = 3

√
(3A− 1)2/4.

Îòâåò: 3
√

(3A− 1)2/4.



Çàäà÷à 4. Äàí êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí g(x), èìåþùèé ðîâíî îäèí êîðåíü.
Íàéäèòå ýòîò êîðåíü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî è ìíîãî÷ëåí g(ax + b) + g(cx + d)
(a 6= c) èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü.

Ðåøåíèå. Ïóñòü x0 � åäèíñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà g(x). Òîãäà ôóíê-
öèÿ g(x) ñîõðàíÿåò çíàê âî âñåõ òî÷êàõ x 6= x0 è òîëüêî g(x0) = 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) = g(ax+b)+g(cx+d) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òàêàÿ
òî÷êà x1, ÷òî ax1 + b = cx1 + d = x0. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðàìè

(a− c)x1 = (d− b).

Òàê êàê ïî óñëîâèþ a 6= c, òî x1 = (d− b)/(a− c),

x0 = a(d− b)/(a− c) + b = (ad− bc)/(a− c).

Îòâåò: x0 = (ad− bc)/(a− c).

Çàäà÷à 5. Ïðè áëàãîóñòðîéñòâå ãîðîäñêîãî ñàäà ¾Ïèôàãîð¿ ñíà÷àëà áû-
ëè ïðîëîæåíû òðè àëëåè, îáðàçóþùèå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ îñòðûì
óãëîì α. Ñëåäóþùèå àëëåè ïðîëîæèëè êàê âíåøíèå êâàäðàòû íà ñòîðîíàõ
ýòîãî òðåóãîëüíèêà (ïîëó÷èëàñü ôèãóðà, èëëþñòðèðóþùàÿ òåîðåìó Ïèôà-
ãîðà è íàçûâàåìàÿ ïèôàãîðîâûìè øòàíàìè). Íàêîíåö, íà òðåòüåì ýòàïå ñî-
åäèíèëè ïðÿìîëèíåéíûìè àëëåÿìè öåíòð íàèáîëüøåãî êâàäðàòà ñ âåðøèíîé
ïðÿìîãî óãëà, à öåíòðû äâóõ ìåíüøèõ êâàäðàòîâ äðóã ñ äðóãîì. Îïðåäåëèòå,
êàêàÿ èç àëëåé òðåòüåãî ýòàïà èìååò áîëüøóþ äëèíó? Ïðè êàêîì çíà÷åíèè
óãëà α èõ äëèíû ðàçëè÷àþòñÿ ñèëüíåå âñåãî?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ABC (óãîë C � ïðÿìîé),
öåíòðû êâàäðàòîâ O1, O2, O3, âåðøèíó îäíîãî èç êâàäðàòîâ D (ñì. ðèñ).
Ïóñòü óãîë A ðàâåí α.

Ïóñòü ñòîðîíû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîòèâîëåæàùèå âåðøèíàì A, B,
C, èìåþò äëèíû a, b, c ñîîòâåòñòâåííî.

∠O2CA = ∠O1CB = π/4 (óãëû ìåæäó äèàãîíàëüþ è ñòîðîíîé êâàäðàòà),
ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçêè O2C è CO1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Êàæäûé èç íèõ
ðàâåí ïîëîâèíå äèàãîíàëè ñâîåãî êâàäðàòà. Çíà÷èò,

O1O2 =
a+ b√

2
.

Òðåóãîëüíèêè ABC è ABO3 � ïðÿìîóãîëüíûå, ñëåäîâàòåëüíî, îíè âïèñà-
íû â îäíó è òó æå îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB. Òàêèì îáðàçîì, âïèñàííûå
óãëû ∠ACO3 è ∠ABO3 îïèðàþòñÿ íà îäíó è òó æå äóãó, ò.å. îíè ðàâíû. Íî
∠ABO3 = ∠CDA = π/4 (óãëû ìåæäó äèàãîíàëüþ è ñòîðîíîé êâàäðàòà).
Ñëåäîâàòåëüíî, ∠ACO3 = ∠CDA.
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C B

A

O2

O1

O3

D

∠DAB = ∠CAO3, ò.ê. êàæäûé èç íèõ ðàâåí π/4+∠CAB. Òàêèì îáðàçîì,

òðåóãîëüíèêè DAB è CAO3 ïîäîáíû. Îòñþäà
DA

AC
=

DB

CO3
. Òåïåðü ìîæíî

íàéòè

CO3 =
DB · AC
DA

=
(a+ b) · b
b
√

2
=
a+ b√

2
.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî O1O2 = CO3, êàêîâ áû íè áûë èñõîäíûé ïðÿìîóãîëüíûé
4ABC.

Îòâåò: O1O2 = CO3 ïðè ëþáîì çíà÷åíèè α.



10 êëàññ.

Çàäà÷à 1. Â ñòðàíå ¾Ýíåðãåòèêà¿ 150 çàâîäîâ è íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíå-
íû àâòîáóñíûìè ìàðøðóòàìè, êîòîðûå íå îñòàíàâëèâàþòñÿ íèãäå, êðîìå ýòèõ
çàâîäîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå ÷åòûðå çàâîäà ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ïàðû òàê,
÷òî ìåæäó çàâîäàìè êàæäîé ïàðû õîäèò àâòîáóñ. Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷èñëî
ïàð çàâîäîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû àâòîáóñíûìè ìàðøðóòàìè.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêîé-òî çàâîä X ñîåäèíåí àâòîáóñíûìè
ìàðøðóòàìè íå áîëåå ÷åì ñ 146 çàâîäàìè. Òîãäà ÷åòâåðêà çàâîäîâ, ñîñòîÿùàÿ
èç X è êàêèõ-òî òðåõ, ñ êîòîðûìè îí íå ñîåäèíåí, íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
çàäà÷è, ïîñêîëüêó X íå ìîæåò áûòü â ïàðå íè ñ îäíèì èç òðåõ îñòàâøèõñÿ
çàâîäîâ. Ïîýòîìó êàæäûé çàâîä ñîåäèíåí õîòÿ áû ñ 147 çàâîäàìè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âñåãî ïàð çàâîäîâ, ñîåäèíåííûõ àâòîáóñíûìè ìàðøðóòàìè, íå ìåíü-
øå, ÷åì 147·150

2 = 11025.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìîæåò áûòü ðîâíî 11025 ïàð çàâîäîâ. Çàíóìåðóåì

çàâîäû ÷èñëàìè îò 1 äî 150 è ñîåäèíèì àâòîáóñíûìè ìàðøðóòàìè âñå çàâî-
äû, êðîìå ïåðâîãî è 150-ãî, à òàêæå çàâîäîâ, íîìåðà êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íà
åäèíèöó. Ïðîâåðèì, ÷òî ýòà êîíñòðóêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Ïî-
ñêîëüêó êàæäûé çàâîä ñîåäèíåí àâòîáóñíûìè ìàðøðóòàìè ñ 147 çàâîäàìè,
îáùåå êîëè÷åñòâî ïàð ñîåäèíåííûõ çàâîäîâ â òî÷íîñòè ðàâíî 147·150

2 = 11025.
Âîçüìåì òåïåðü ëþáóþ ÷åòâåðêó çàâîäîâ. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
1) Åñòü çàâîä, íå ñîåäèíåííûé ñ äâóìÿ èç òðåõ îñòàëüíûõ çàâîäîâ. Ïóñòü

çàâîä A íå ñîåäèíåí ñ çàâîäàìè B è C, íî ñîåäèíåí ñ çàâîäîì D. Òîãäà çàâîäû
B è C äîëæíû áûòü ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé, òàê êàê îñòàòêè îò äåëåíèÿ èõ
íîìåðîâ íà 150 ðàçëè÷àþòñÿ íà 2. Ïîýòîìó ïàðû (A,D) è (B,C) íàì ïîäõîäÿò.

2) Âñå çàâîäû ñîåäèíåíû ñ íå ìåíåå ÷åì äâóìÿ èç òðåõ îñòàëüíûõ çàâîäîâ.
Ïóñòü çàâîä A ñîåäèíåí ñ çàâîäàìè B è C. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ çàâîä D äîëæåí
áûòü ñîåäèíåí ñ B èëè C. Åñëè îí ñîåäèíåí ñ B, òî íàì ïîäîéäóò ïàðû (A,C)
è (B,D), à åñëè ñ C, òî ïàðû (A,B) è (C,D).

Îòâåò: 11025.

Çàäà÷à 2. Äëÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x0, x1, . . . , xn, xn+1, . . . âû-
ïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ 2xn = x0+x1+ · · ·+xn−1−xn ïðè âñåõ n = 0, 1, 2, . . .
Íàéäèòå êàæäûé ÷ëåí xn òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è çíà÷åíèÿ ñóìì Sn =
x0 + x1 + · · ·+ xn.

Ðåøåíèå. Èìååì

xn = (1/3)(x0 + x1 + · · ·+ xn−1).
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Òîãäà x0 � ëþáîå, è ïî èíäóêöèè

xn = x04
n−1/3n ïðè n ≥ 1,

Sn = x0(4/3)n.

Îòâåò: xn = x04
n−1/3n ïðè n ≥ 1, Sn = x0(4/3)n, x0 � ëþáîå.

Çàäà÷à 3. Øåñòü ÷èñåë çàïèñàíû â ðÿä. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü
åäèíèöà è ëþáûå òðè ñîñåäíèõ ÷èñëà èìåþò îäèíàêîâîå ñðåäíåå àðèôìåòè÷å-
ñêîå. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ëþáûõ òðåõ
ñîñåäíèõ â ýòîì ðÿäó ÷èñåë, åñëè ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ 6 ÷èñåë ðàâíî
A.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì â ðÿä a1, . . . , a6. Èç óñëîâèé

(1/3)(a1 + a2 + a3) = (1/3)(a2 + a3 + a4),

(1/3)(a2 + a3 + a4) = (1/3)(a3 + a4 + a5),

(1/3)(a3 + a4 + a5) = (1/3)(a4 + a5 + a6)

ïîëó÷àåì a1 = a4 = x, a2 = a5 = y, a3 = a6 = z. Çàïèñü â ðÿä èìååò âèä

x, y, z, x, y, z (1).

Cðåäè 6 ÷èñåë åñòü ïî êðàéíåé ìåðå òðè ïàðû ðàâíûõ. Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî
íåâàæíî, êàêîå èç çíà÷åíèé ðàâíî 1, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì
z = 1 è ïåðåïèøåì (1) â âèäå x, y, 1, x, y, 1. Èç óñëîâèÿ íà èõ ñðåäíåå àðèô-
ìåòè÷åñêîå èìååì (1/6)(x+ y+ 1 + x+ y+ 1) = (1/3)(x+ y+ 1) = A, îòêóäà

y = 3A− 1− x.

Îáîçíà÷èì p = 3A−1, òîãäà y = p−x è ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå òðåõ ñîñåäíèõ
÷èñåë âûðàæàåòñÿ êàê g(x) = 3

√
x(p− x). Ôóíêöèÿ g(x) èìååò ìàêñèìóì â

òîé æå òî÷êå, ÷òî è ôóíêöèÿ

f(x) = g3(x) = x(p− x).

Ýòî ïàðàáîëà, åå ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíå ñ êîîðäèíàòàìè (p/2, p2/4).
Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè g(x) = 3

√
f(x) åñòü

3
√
p2/4 = 3

√
(3A− 1)2/4.

Îòâåò: 3
√

(3A− 1)2/4.



Çàäà÷à 4. Äàí êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí g(x) = x2 + ax+ b, èìåþùèé ðîâíî
îäèí êîðåíü. Íàéäèòå êîýôôèöèåíòû a è b, åñëè èçâåñòíî, ÷òî è ìíîãî÷ëåí
g(x5 + 2x− 1) + g(x5 + 3x+ 1) èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü.

Ðåøåíèå. Ïóñòü x0 � åäèíñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà g(x). Òîãäà ôóíê-
öèÿ g(x) ñîõðàíÿåò çíàê âî âñåõ òî÷êàõ x 6= x0 è òîëüêî g(x0) = 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) = g(x5 + 2x − 1) + g(x5 + 3x + 1) ÿâëÿåòñÿ
òîëüêî òàêàÿ òî÷êà x1, ÷òî

x51 + 2x1 − 1 = x51 + 3x1 + 1 = x0.

Óïðîùàÿ óðàâíåíèå: 2x1 − 1 = 3x1 + 1, íàõîäèì x1 = −2. Ñëåäîâàòåëüíî,
x0 = (−2)5 + 2(−2)− 1 = −37.

Èç åäèíñòâåííîñòè êîðíÿ ñëåäóåò, ÷òî g(x) èìååò âèä

g(x) = (x− x0)2 = (x+ 37)2 = x2 + 74x+ 372,

îòêóäà a = 74, b = 372 = 1369.

Îòâåò: a = 74, b = 372 = 1369.

Çàäà÷à 5. Èìååòñÿ 4 ÷èñëà, íå âñå èç êîòîðûõ îäèíàêîâû. Åñëè âçÿòü
ëþáûå äâà èç íèõ, òî îòíîøåíèå ñóììû ýòèõ äâóõ ÷èñåë ê ñóììå äâóõ äðóãèõ
÷èñåë áóäåò ðàâíî îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ k. Íàéäèòå çíà÷åíèå k. Óêà-
æèòå õîòÿ áû îäíó ÷åòâåðêó ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ. Îïèøèòå âñå
âîçìîæíûå ÷åòâåðêè òàêèõ ÷èñåë è âûÿñíèòå, ñêîëüêî èõ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü x1, x2, x3, x4 � òàêèå ÷èñëà. Çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
ñóìì äâóõ ÷èñåë ïàðàìè:

x1 + x2
x3 + x4

=
x3 + x4
x1 + x2

= k, (2)

x1 + x3
x2 + x4

=
x2 + x4
x1 + x3

= k, (3)

x1 + x4
x2 + x3

=
x2 + x3
x1 + x4

= k. (4)

Ïîëîæèì A = x1 + x2, B = x3 + x4. Òîãäà èç (2) ïîëó÷èì A = kB, B =
kA, AB 6= 0, îòêóäà (k2 − 1)A = 0, k = ±1. Òàêèå æå çíà÷åíèÿ ïîëó÷èì,
àíàëèçèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3) è (4).

Åñëè k = 1, òî óðàâíåíèÿ (2)�(4) ïðèíèìàþò âèä x1+x2 = x3+x4, x1+x3 =
x2 + x4, x1 + x4 = x2 + x3, îòêóäà íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå x1 = x2 = x3 =
x4 = C 6= 0. Ýòîò ñëó÷àé íå ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ (âñå ÷èñëà ïîëó÷èëèñü
ðàâíûìè).



Åñëè k = −1, òî êàæäîå èç óðàâíåíèé (2)�(4) ïðèíèìàåò âèä x1 +x2 +x3 +
x4 = 0, è îáùèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ

x1 = A, x2 = B, x3 = C, x4 = −A−B −C, (A+B)(A+C)(B +C) 6= 0.

Îòâåò: k = −1.
x1 = A, x2 = B, x3 = C, x4 = −A−B −C, (A+B)(A+C)(B +C) 6= 0.
Ìíîæåñòâî íàáîðîâ (x1, x2, x3, x4) áåñêîíå÷íî.

9 êëàññ.

Çàäà÷à 1. Ìàëü÷èêè è äåâî÷êè îáðàçîâàëè õîðîâîä òàêèì îáðàçîì, ÷òî
÷èñëî äåòåé, ó êîòîðûõ ñîñåä ñïðàâà � òîãî æå ïîëà, ðàâíî ÷èñëó äåòåé, ó
êîòîðûõ ñîñåä ñïðàâà � äðóãîãî ïîëà. Êàêîâî ìîæåò áûòü ÷èñëî âñåõ äåòåé
â õîðîâîäå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ÷èñëî äåòåé, ñïðàâà îò êîòîðûõ ñòîèò ðåáåíîê äðó-
ãîãî ïîëà, à m � ÷èñëî äåòåé, ñïðàâà îò êîòîðûõ ñòîèò ðåáåíîê òîãî æå ïîëà.
Èçíà÷àëüíî n = m, ò.å. îáùåå êîëè÷åñòâî äåòåé (n + m) ÷åòíî. Áóäåì ìåíÿòü
ìåñòàìè äâóõ ðÿäîì ñòîÿùèõ äåòåé òàê, ÷òîáû ìàëü÷èêè ñîáðàëèñü âñå ïîä-
ðÿä ñ îäíîé ñòîðîíû õîðîâîäà, à äåâî÷êè ñ äðóãîé. Òîãäà n ñòàíåò ðàâíî 2.
Ïðè êàæäîé òàêîé ïåðåñòàíîâêå äåòåé ÷èñëà n è m ëèáî íå ìåíÿþòñÿ, ëèáî
îäíî èç íèõ óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2, à âòîðîå óìåíüøàåòñÿ íà 2. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
îñòàòîê îò äåëåíèÿ ðàçíîñòè (m˘n) íà 4 íå ìåíÿåòñÿ.

Èçíà÷àëüíî ýòîò îñòàòîê áûë ðàâåí 0.
Åñëè âñåãî äåòåé 2k, n = 2, òî m = 2k˘2. Òîãäà m˘n = 2k˘4.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû îñòàòîê îò äåëåíèÿm˘n íà 4 áûë ðàâåí íóëþ, íàäî, ÷òîáû

k äåëèëîñü íà 2. Òî åñòü îáùåå ÷èñëî äåòåé äîëæíî áûòü êðàòíî 4.

Îòâåò. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êðàòíîå ÷åòûðåì.
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Задача 2.   На каждой стороне правильного треугольника взято по точке. 

Каждая сторона треугольника с вершинами в этих точках перпендикулярна 

какой-либо стороне исходного треугольника. В каком отношении каждая из 

взятых точек делит сторону исходного треугольника?  Каково отношение 

площадей  исходного и образованного треугольников? 

Решение.  Пусть точки K, L, M лежат соответственно на сторонах AB, BC 

и AC правильного треугольника ABC, причем KL   BC, LM   AC, MK   AB. 

1) Тогда MKL = 180° – AKM – LKB = 180° – 90° – 30° = 60°. Так же

можно показать, что KML = 60° , значит, треугольник  KLM 

равносторонний. Прямоугольные треугольники AKM, BLK и CML равны по 

катету  и острому углу, а так как CM = AK = 1/2AM (как катет, лежащий 

против угла 30º), то CM : AM = 1 : 2.  Аналогично,   AK : KB = 1 : 2,  BL : LC = 

1 : 2. 

2) Пусть CM = AK = BL = a. Тогда сторона исходного треугольника равна

3a, а сторона вписанного 𝑎 3 , т.е. в  3 раз меньше. Поскольку площади  

равносторонних треугольников относятся друг к другу, как квадраты сторон, 

то площадь вписанного будет в 3 раза меньше. 

Ответ:  1)  1 : 2.   2)  3 : 1. 



Çàäà÷à 3. ÌíîæåñòâîM ñîñòîèò èç n ÷èñåë, n íå÷åòíî, n > 1. Îíî òàêîâî,
÷òî ïðè çàìåíå ëþáîãî åãî ýëåìåíòà íà ñóììó îñòàëüíûõ n − 1 ýëåìåíòîâ
èç M ñóììà âñåõ n ýëåìåíòîâ íå èçìåíÿåòñÿ. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå âñåõ n

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M .

Ðåøåíèå. Ïóñòü

M = {x1, . . . , xn}, x1 + · · ·+ xn = S.

Çàìåíèì ýëåìåíò x1 íà ñóììó îñòàëüíûõ. Òîãäà

S = (S − x1) + x2 + x3 + · · ·+ xn = (S − x1) + (S − x1).

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî

2xk = S, k = 1 . . . n.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ðàâíû äðóã äðóãó. Ïîñêîëüêó ïðè
çàìåíå îäíîãî ñëàãàåìîãî ñóììà íå èçìåíÿåòñÿ, òî ýòî ñëàãàåìîå äîëæíî áûòü
ðàâíî òîìó, íà ÷òî îíî çàìåíÿåòñÿ, ò.å.

x1 = x2 + x3 + · · ·+ xn.

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ýëåìåíòîâ ïîëó÷àåì x1 = (n − 1)x1, ñëåäîâàòåëüíî,
x1 = 0. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë ìíîæåñòâà M ðàâíî 0.

Îòâåò: 0.

Çàäà÷à 4. Äàí êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí g(x), èìåþùèé ðîâíî îäèí êîðåíü.
Íàéäèòå ýòîò êîðåíü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî è ìíîãî÷ëåí g(ax + b) + g(cx + d)
(a 6= c) èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü.

Ðåøåíèå. Ïóñòü x0 � åäèíñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà g(x). Òîãäà ôóíê-
öèÿ g(x) ñîõðàíÿåò çíàê âî âñåõ òî÷êàõ x 6= x0 è òîëüêî g(x0) = 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) = g(ax+b)+g(cx+d) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òàêàÿ
òî÷êà x1, ÷òî ax1 + b = cx1 + d = x0. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðàìè

(a− c)x1 = (d− b).

Òàê êàê ïî óñëîâèþ a 6= c, òî x1 = (d− b)/(a− c),

x0 = a(d− b)/(a− c) + b = (ad− bc)/(a− c).

Îòâåò. x0 = −11.

Çàäà÷à 5. Èìååòñÿ 4 ÷èñëà, íå âñå èç êîòîðûõ îäèíàêîâû. Åñëè âçÿòü
ëþáûå äâà èç íèõ, òî îòíîøåíèå ñóììû ýòèõ äâóõ ÷èñåë ê ñóììå äâóõ äðóãèõ



÷èñåë áóäåò ðàâíî îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ k. Íàéäèòå çíà÷åíèå k. Óêà-
æèòå õîòÿ áû îäíó ÷åòâåðêó ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ. Îïèøèòå âñå
âîçìîæíûå ÷åòâåðêè òàêèõ ÷èñåë è âûÿñíèòå, ñêîëüêî èõ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü x1, x2, x3, x4 � òàêèå ÷èñëà. Çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
ñóìì äâóõ ÷èñåë ïàðàìè:

x1 + x2
x3 + x4

=
x3 + x4
x1 + x2

= k, (2)

x1 + x3
x2 + x4

=
x2 + x4
x1 + x3

= k, (3)

x1 + x4
x2 + x3

=
x2 + x3
x1 + x4

= k. (4)

Ïîëîæèì A = x1 + x2, B = x3 + x4. Òîãäà èç (2) ïîëó÷èì A = kB, B =
kA, AB 6= 0, îòêóäà (k2 − 1)A = 0, k = ±1. Òàêèå æå çíà÷åíèÿ ïîëó÷èì,
àíàëèçèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3) è (4).

Åñëè k = 1, òî óðàâíåíèÿ (2)�(4) ïðèíèìàþò âèä x1+x2 = x3+x4, x1+x3 =
x2 + x4, x1 + x4 = x2 + x3, îòêóäà íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå x1 = x2 = x3 =
x4 = C 6= 0. Ýòîò ñëó÷àé íå ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ (âñå ÷èñëà ïîëó÷èëèñü
ðàâíûìè).

Åñëè k = −1, òî êàæäîå èç óðàâíåíèé (2)�(4) ïðèíèìàåò âèä x1+x2+x3+
x4 = 0, è îáùèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ

x1 = A, x2 = B, x3 = C, x4 = −A−B −C, (A+B)(A+C)(B +C) 6= 0.

Îòâåò: k = −1.
x1 = A, x2 = B, x3 = C, x4 = −A−B −C, (A+B)(A+C)(B +C) 6= 0.
Ìíîæåñòâî íàáîðîâ (x1, x2, x3, x4) áåñêîíå÷íî.



8 êëàññ.

Çàäà÷à 1. Óñòàíîâîê 3 òèïîâ âñåãî íå áîëåå 200. Óñòàíîâîê òèïà 2 â 4 ðàçà
áîëüøå, ÷åì òèïà 1, ÷èñëî óñòàíîâîê òèïà 3 êðàòíî ÷èñëó óñòàíîâîê òèïà 1.
Åñëè áû óñòàíîâîê òèïà 3 áûëî â 5 ðàç áîëüøå, òî èõ áûëî áû íà 99 áîëüøå,
÷åì óñòàíîâîê òèïà 2. Íàéäèòå ÷èñëî óñòàíîâîê êàæäîãî òèïà.

Ðåøåíèå. Åñëè x1, x2, x3 � êîëè÷åñòâà óñòàíîâîê òèïîâ 1,2,3, òî óñëîâèÿ
ïðåäñòàâëÿþòñ÷ÿ ñîîòíîøåíèÿìè

x1 + x2 + x3 ≤ 200, (1)

x2 = 4x1, (2)

x3 = kx1, (3)

5x3 = x2 + 99, (4)

k, x1, x2, x3 ∈ N.

Èç (2)-(4) ïîëó÷àåì (5k − 4)x1 = 99, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 5k − 4 è x1 �
íàòóðàëüíûå äåëèòåëè ÷èñëà 99, ò. å. ýòè âåëè÷èíû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
{1, 3, 9, 11, 33, 99}.

Åñëè x1 = 1, òî 5k = 99 + 4, ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê k öåëîå.
Åñëè x1 = 3, òî 5k = 33 + 4, ýòî íåâîçìîæíî.
Åñëè x1 = 9, òî 5k = 11 + 4, k = 3, x2 = 36, x3 = 27, âñå óñëîâèÿ

âûïîëíÿþòñÿ.
Åñëè x1 = 11, òî 5k = 9 + 4, ýòî íåâîçìîæíî.
Åñëè x1 = 33, òî 5k = 3 + 4, ýòî íåâîçìîæíî.
Åñëè x1 = 99, òî 5k = 1 + 4, k = 1, x3 = 99, x2 = 4 · 99, íå âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî (1).

Îòâåò: 9, 36, 27.
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Задача 2.  На стороне  AB треугольника  ABC взята точка M. Она 

начинает двигаться параллельно BC до пересечения с AC, затем она движется 

параллельно AB до пересечения с  BC  и так далее. Верно ли, что через 

некоторое число таких шагов точка M вернется в исходное положение? Если 

это верно, то каково минимальное число шагов, достаточное для возврата?   

Решение.  Примем длину стороны AB за 1, и пусть точка M отстоит  на a  

от точки B. Из свойств параллелограмма следует равенство маленьких 

треугольников, поэтому через 3 шага точка M  окажется  на расстоянии a  от 

точки  A, то есть на расстоянии 1 – a  от точки  B. Еще через 3 шага точка  

окажется  на расстоянии 1 – (1 – a) =  a от точки  B, то есть вернется в 

исходное положение. 

Особый случай – при  a = 1/2.  Тогда 1 – a = a, и возврат произойдет уже 

через 3 шага.   

Ответ: Верно.  

Достаточно  3 шагов, если точка M  делит сторону AB пополам, 

  6 шагов в остальных случаях. 



Çàäà÷à 3. ÌíîæåñòâîM ñîñòîèò èç n ÷èñåë, n íå÷åòíî, n > 1. Îíî òàêîâî,
÷òî ïðè çàìåíå ëþáîãî åãî ýëåìåíòà íà ñóììó îñòàëüíûõ n − 1 ýëåìåíòîâ
èç M ñóììà âñåõ n ýëåìåíòîâ íå èçìåíÿåòñÿ. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå âñåõ n

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M .

Ðåøåíèå. Ïóñòü

M = {x1, . . . , xn}, x1 + · · ·+ xn = S.

Çàìåíèì ýëåìåíò x1 íà ñóììó îñòàëüíûõ. Òîãäà

S = (S − x1) + x2 + x3 + · · ·+ xn = (S − x1) + (S − x1).

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî

2xk = S, k = 1 . . . n.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ðàâíû äðóã äðóãó. Ïîñêîëüêó ïðè
çàìåíå îäíîãî ñëàãàåìîãî ñóììà íå èçìåíÿåòñÿ, òî ýòî ñëàãàåìîå äîëæíî áûòü
ðàâíî òîìó, íà ÷òî îíî çàìåíÿåòñÿ, ò.å.

x1 = x2 + x3 + · · ·+ xn.

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ýëåìåíòîâ ïîëó÷àåì x1 = (n − 1)x1, ñëåäîâàòåëüíî,
x1 = 0. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë ìíîæåñòâà M ðàâíî 0.

Îòâåò: 0.

Çàäà÷à 4. ×èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî îòíîøåíèÿ

x+ y

z
,

x+ z

y
,

y + z

x

ïðèíèìàþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå. Íàéäèòå åãî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü k � çíà÷åíèå òàêîãî îòíîøåíèÿ. Òîãäà

x+ y

z
=

x+ z

y
=

y + z

x
= k,

îòêóäà xyz 6= 0 è

x+ y = kz, x+ z = ky, y + z = kx.

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

2(x+ y + z) = k(x+ y + z).

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
x+ y + z = 0 (1)



èëè
x+ y + z 6= 0, k = 2. (2)

Â ñëó÷àå (1) ïîëó÷àåì z = −(x+ y),

k =
x+ y

−(x+ y)
= −1,

âñåì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, ÷èñëà

x = y = 1, z = −2.

Â ñëó÷àå (2) âñåì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, ÷èñëà

x = y = z = 1.

Îòâåò: −1 èëè 2.

Çàäà÷à 5. Ìàøà, ãîòîâÿñü ïðèíÿòü ãîñòåé, ðàçëîæèëà 13 àïåëüñèíîâ è 3
ÿáëîêà â 4 âàçû, ïî 4 ôðóêòà â êàæäóþ. Çàòåì åå ñåñòðà Ñàøà ðåøèëà èçìå-
íèòü ñîñòàâ ôðóêòîâ â âàçàõ. Îíà çàáèðàëà îäíîâðåìåííî ïî îäíîìó ôðóêòó
èç êàæäîé âàçû è çàìåíÿëà êàæäûé ôðóêò íà ïðîòèâîïîëîæíûé: ÿáëîêî íà
àïåëüñèí, à àïåëüñèí � íà ÿáëîêî. Èëè æå îíà çàìåíÿëà íà ïðîòèâîïîëîæíûå
âñå ÷åòûðå ôðóêòà èç îäíîé âàçû. Ìîãëà ëè Ñàøà ïîëó÷èòü âî âñåõ 4 âàçàõ
îäíîâðåìåííî îäèíàêîâûå ôðóêòû: òîëüêî ÿáëîêè èëè òîëüêî àïåëüñèíû?

Ðåøåíèå. Åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü âàçû è ôðóêòû â âàçàõ êàê òàáëèöó
4õ4, êàæäîìó àïåëüñèíó ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå +1, à ÿáëîêó -1, òî çàìåíà
Ñàøåé ôðóêòîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûå ðàâíîñèëüíà ñìåíå çíàêà â òàáëèöå ó
âñåõ ÷èñåë â îäíîé ñòðîêå èëè â îäíîì ñòîëáöå. Ïðè ýòîì çíàê ïðîèçâåäåíèÿ
âñåõ ÷èñåë ñòðîêè èëè ñòîëáöà ìåíÿòüñÿ íå áóäåò, à, ñëåäîâàòåëüíî, è çíàê
ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë â òàáëèöå. Èçíà÷àëüíî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî -1. À åñëè âñå
ôðóêòû áóäóò îäèíàêîâûå, òî ïðîèçâåäåíèå áóäåò ðàâíî 1. À ýòî íåâîçìîæíî.

Îòâåò. Íå ñìîæåò.



7 êëàññ.

Çàäà÷à 1. Óñòàíîâîê 3 òèïîâ âñåãî íå ìåíåå 100. Óñòàíîâîê òèïà 2 â 4 ðàçà
áîëüøå, ÷åì òèïà 1, ÷èñëî óñòàíîâîê òèïà 3 êðàòíî ÷èñëó óñòàíîâîê òèïà 1.
Åñëè áû óñòàíîâîê òèïà 3 áûëî â 5 ðàç áîëüøå, òî èõ áûëî áû íà 22 áîëüøå,
÷åì óñòàíîâîê òèïà 2. Íàéäèòå ÷èñëî óñòàíîâîê êàæäîãî òèïà.

Ðåøåíèå. Åñëè x1, x2, x3 � êîëè÷åñòâà óñòàíîâîê òèïîâ 1,2,3, òî óñëîâèÿ
ïðåäñòàâëÿþòñ÷ÿ ñîîòíîøåíèÿìè

x1 + x2 + x3 ≥ 100, (1)

x2 = 4x1, (2)

x3 = kx1, (3)

5x3 = x2 + 22, (4)

k, x1, x2, x3 ∈ N.
Èç (2)-(4) ïîëó÷àåì (5k − 4)x1 = 22, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 5k − 4 è x1 �
íàòóðàëüíûå äåëèòåëè ÷èñëà 22, ò. å. ýòè âåëè÷èíû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
{1, 2, 11, 22}.

Åñëè x1 = 1, òî 5k = 22 + 4, ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê k öåëîå.
Åñëè x1 = 2, òî 5k = 11 + 4, k = 3, x2 = 8, x3 = 6, íå âûïîëíÿåòñÿ (1).
Åñëè x1 = 11, òî 5k = 2 + 4, ýòî íåâîçìîæíî.
Åñëè x1 = 22, òî 5k = 1 + 4, k = 1, x2 = 88, x3 = 22, âñå óñëîâèÿ

âûïîëíÿþòñÿ.

Îòâåò: 22, 88, 22.

Çàäà÷à 2. Òðåóãîëüíèê ðàçðåçàëè íà äâà òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå N òàêîå, ÷òî ñðåäè 6 óãëîâ ýòèõ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ðîâíî N

îäèíàêîâûõ.

Ðåøåíèå. Ïðèìåð íà N = 4 � ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëü-
íèê, ïîäåëåííûé íà äâà ðàâíîáåäðåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ: ÷åòûðå óãëà ïî 45◦.
Äîïóñòèì, íàøëîñü ïÿòü ðàâíûõ óãëîâ. Òîãäà â îäíîì èç òðåóãîëüíèêîâ ðàâ-
íû âñå òðè óãëà, òî åñòü âñå îíè, à ñ íèìè è äâà óãëà äðóãîãî òðåóãîëüíèêà
ðàâíû 60◦. Íî òîãäà îáà ýòè òðåóãîëüíèêà � ðàâíîñòîðîííèå, à èç äâóõ ðàâ-
íîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ íåëüçÿ ñëîæèòü òðåóãîëüíèê.

Îòâåò: N=4.

Çàäà÷à 3. ÌíîæåñòâîM ñîñòîèò èç n ÷èñåë, n íå÷åòíî, n > 1. Îíî òàêîâî,
÷òî ïðè çàìåíå ëþáîãî åãî ýëåìåíòà íà ñóììó îñòàëüíûõ n − 1 ýëåìåíòîâ

7771



èç M ñóììà âñåõ n ýëåìåíòîâ íå èçìåíÿåòñÿ. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå âñåõ n

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M .

Ðåøåíèå. Ïóñòü

M = {x1, . . . , xn}, x1 + · · ·+ xn = S.

Çàìåíèì ýëåìåíò x1 íà ñóììó îñòàëüíûõ. Òîãäà

S = (S − x1) + x2 + x3 + · · ·+ xn = (S − x1) + (S − x1).

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî

2xk = S, k = 1 . . . n.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ðàâíû äðóã äðóãó. Ïîñêîëüêó ïðè
çàìåíå îäíîãî ñëàãàåìîãî ñóììà íå èçìåíÿåòñÿ, òî ýòî ñëàãàåìîå äîëæíî áûòü
ðàâíî òîìó, íà ÷òî îíî çàìåíÿåòñÿ, ò.å.

x1 = x2 + x3 + · · ·+ xn.

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ýëåìåíòîâ ïîëó÷àåì x1 = (n − 1)x1, ñëåäîâàòåëüíî,
x1 = 0. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë ìíîæåñòâà M ðàâíî 0.

Îòâåò: 0.

Çàäà÷à 4. ×èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî îòíîøåíèÿ

x+ y

z
,

x+ z

y
,

y + z

x

ïðèíèìàþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå. Íàéäèòå åãî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü k � çíà÷åíèå òàêîãî îòíîøåíèÿ. Òîãäà

x+ y

z
=

x+ z

y
=

y + z

x
= k,

îòêóäà xyz 6= 0 è

x+ y = kz, x+ z = ky, y + z = kx.

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

2(x+ y + z) = k(x+ y + z).

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
x+ y + z = 0 (1)



èëè
x+ y + z 6= 0, k = 2. (2)

Â ñëó÷àå (1) ïîëó÷àåì z = −(x+ y),

k =
x+ y

−(x+ y)
= −1,

âñåì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, ÷èñëà

x = y = 1, z = −2.

Â ñëó÷àå (2) âñåì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, ÷èñëà

x = y = z = 1.

Îòâåò: −1 èëè 2.

Çàäà÷à 5.Ìàìà ïîñòàâèëà íà ñòîë âàçó ñ 15 ìàíäàðèíàìè. Îäèí èç ãîñòåé
âçÿë äâà ìàíäàðèíà, ìàìà âçàìåí ïîëîæèëà îäíî ÿáëîêî. Äðóãèå ãîñòè òîæå
ñòàëè áðàòü ïî äâà ôðóêòà. Êàæäûé ðàç, êîãäà ãîñòü áðàë äâà îäèíàêîâûõ
ôðóêòà (äâà ìàíäàðèíà èëè äâà ÿáëîêà), ìàìà âçàìåí êëàëà â âàçó îäíî ÿá-
ëîêî; åñëè æå ãîñòü áðàë äâà ðàçíûõ ôðóêòà (îäèí ìàíäàðèí è îäíî ÿáëîêî),
ìàìà êëàëà â âàçó îäèí ìàíäàðèí. Â èòîãå â âàçå îñòàëñÿ îäèí ôðóêò. Êàêîé?

Ðåøåíèå.Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ìàíäàðèíîâ ëèáî íå ìåíÿåòñÿ,
ëèáî óìåíüøàåòñÿ íà äâà. Ïîñêîëüêó ìàíäàðèíîâ áûëî íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî,
â êîíöå îäèí ìàíäàðèí îáÿçàòåëüíî îñòàíåòñÿ.

Îòâåò. Îñòàëñÿ ìàíäàðèí.
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