
Материалы заданий Олимпиады школьников «Надежда энергетики» 
по предмету «математика» в 2014/2015 учебном году 

Характер и уровень сложности олимпиадных задач направлены на достижение целей 
проведения олимпиады: выявить способных участников, твердо владеющих школьной 
программой  и  наиболее подготовленных к усвоению образовательных программ 
технических ВУЗов, обладающих логикой и творческим характером мышления, умеющих 
математически "смоделировать" реальные ситуации из различных предметных областей и 
применить к ним наиболее подходящие математические методы. 

Задания олимпиады дифференцированы по сложности и требуют различных 
временных затрат на полное и безупречное решение. Они охватывают все разделы 
школьной программы, но носят, в большинстве, комплексный характер, позволяющий 
варьировать оценки в  зависимости от проявленных в решении творческих подходов и 
продемонстрированных технических навыков. Участники должны самостоятельно 
определить разделы и теоретические факты программы, применимые в каждой задаче, 
разбить задачу на подзадачи, грамотно выполнить решение каждой подзадачи, 
синтезировать решение всей задачи из решений отдельных подзадач. 

Успешное выполнение олимпиадной работы не требует знаний, выходящих за 
пределы школьной программы, но, как видно из результатов олимпиады, доступно не 
каждому школьнику, поскольку требует творческого подхода, логического мышления, 
умения увидеть и составить правильный и оптимальный план решения, четкого и 
технически грамотного выполнения каждой части решения, отбора допустимых решений из 
возможного их множества. 

Умение справляться с такими заданиями приходит к участникам с опытом, который 
вырабатывается на тренировочном и отборочном этапах Олимпиады. 



Решения вариантов заключительного этапа



7111 11 класс 

1. 100 сотрудников энергетической компании пользуются сетью Монолайн, а
200 сотрудников – сетью Громофон. За внутрисетевой звонок Монолайн 
берёт 43 копейки, а Громофон меньше, но целое число копеек. За звонок в 
другую сеть стоимость звонка возрастает в 3 раза. Все входящие звонки 
бесплатные. В течение дня каждый сотрудник звонит каждому по одному 
разу и от каждого один раз получает встречный звонок. Сколько стоят звонки 
с Громофона, если его ежедневные доходы с компании более чем на десять 
тысяч рублей превышают доходы Монолайна? 

Решение.  
Пусть звонки с Громофона (внутрисетевые) стоят х копеек. Тогда доход 
Громофона составляет с внутрисетевых звонков х200199 и с межсетевых 
3х100200, т.е. всего 998х рублей. 
Монолайн получает доход с внутрисетевых звонков: 4310099 = 4257 руб. Со 
звонков на Громофон: 343100200 = 25800 руб. Всего 30057 руб.  
Получаем систему неравенств 

998х > 40057, 
х < 43, 

которую нужно решить в целых числах. 

Ответ: 41 или 42 коп. за минуту. 



2. Наземный клапан подземного газохранилища огражден деревянным 
забором в виде окружности, разделенной 5 кирпичными столбами на 5 дуг. 
Требуется раскрасить деревянные части забора так, чтобы каждая дуга была 
бы одного цвета, а любые две соседние дуги имели разные цвета. Какое 
минимальное число цветов достаточно?  Сколькими способами можно это 
сделать, используя минимальное число цветов? 
 
Решение. 
1.  Явной проверкой проверяется, что 2 цветов не достаточно, а 3 уже 
достаточно (нужно привести пример, скажем, 1-2-1-2-3). 
2. Обозначим столбы забора A, B, C, D, E. Пусть сторона AB окрашена 
цветом 1, а ВС цветом 2 (они должны быть обязательно разного цвета). 
Составим далее дерево возможностей. 
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                 3                      2            2         3                      3 
Итак, получили 5 возможных вариантов. Но так как число перестановок трех 
цветов равно 6, то меняя значения цветов 1, 2 и 3, мы получим 6 °5 = 30 
вариантов. 
 
Ответ: 3 цвета,  30 способов. 
 
 



3. Карта города разделена вертикальными и горизонтальными прямыми на  
2n  областей, условно называемых «квадратами» и расположенных в n  

горизонтальных рядов и n  колонок. В каждом «квадрате» располагают или 
не располагают одну трансформаторную подстанцию. Во всех рядах число 
подстанций различно. Может ли при этом число подстанций в каждой 
колонке не совпадать ни с одним числом подстанций в ряду? Если это 
возможно не всегда, то при каких условиях? 
 
Решение. 
Число подстанций в ряду может быть равно одному из чисел 0, 1, 2, …, n. 
Пусть in  – число подстанций в ряду i.  in  – различные элементы множества 
 0,1, ,n , они принимают все значения из  0,1, ,n  кроме единственного 
значения k. Тогда в каждой колонке ровно k подстанций. Общее число 

подстанций есть  ( 1)0 1
2

n nn k k
      . С другой стороны, оно равно 

nk. Итак, 
( 1)

2
n n k nk

  . 

Отсюда 2n k . 
Пример квадратной таблицы из 0 и 1 порядка 2n k  для каждого k 
следующий. 

О B 
Е D 

 
Это таблица, состоящая из 4 квадратных блоков n n  
Блок О – матрица из нулей. 
Блок B – треугольная матрица с единицами в правом нижнем углу и нулевой 
побочной диагональю. 
Блок Е – матрица из единиц. 
Блок D – треугольная матрица с единицами в левом нижнем углу и 
единичной главной диагональю. 
 
Ответ. Это возможно, если размер таблицы 2n k , где k – число, не равное 
количеству подстанций ни в одном из рядов. 
 
 



4. Известно, что   2 0,5 x y zx y z a     ,    2 0,5 yx b  ,    2 0,5 zy c  . 

Выразите через  a , b  и c  величину  2 0,5 xz  . 
 
Решение.   

Обозначим  2 0,5 xz d  . Тогда bcd a b c d     откуда 
1

a b cd
bc
 


 . 

Остается проверить, когда знаменатель обращается в ноль. Это будет, если  

     2 0,5 2 0,5 1y zx y     или 2 2 2 0x y x z y z      . Это невозможно, 

т.к. все слагаемые строго положительны. 
 

Ответ.   
1

a b c
bc
 


 при любых значениях параметров. 

 
 
 
5.  На доске написано 25 различных натуральных чисел. Оказалось, что среди 
них 9 чисел делятся на 13, 10 чисел делятся на 14, 11 чисел делятся на 15. 
Докажите, что среди них есть число, большее 345. 
 
Решение.  
Среди написанных чисел,  по крайней мере 4 числа делятся на 2 числа из 
трех (13, 14 и 15). Среди этих чисел,  по крайней мере 2 делятся на одну и ту 
же тару чисел. Наибольшее из них не меньше, чем 21314 = 364. 
 
 
 
6.  Целой частью  x  произвольного числа x  называется наибольшее целое 

m  такое, что m x .  Решите неравенство    2 3cos 2 3
2

x
x    . 

 
     Решение. 

 
 



 
7. В трапеции ABCD с основаниями AB и CD диагонали AC и BD 
перпендикулярны. Сравните величины  BC+AD  и  AB+CD. 
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4. Для положительных чисел x , y , z  заданы значения 1xyz a
xyz

  ,   

1x b
y

  ,   1y c
z

  . Выразите через  a , b  и c  значение 1z
x

 . 

 

Решение.  Обозначим 1z d
x

  . Тогда bcd a b c d     откуда 
1

a b cd
bc
 


 . 

Остается проверить, когда знаменатель обращается в ноль. Это будет, если  
1 1 1x y
y z

      
  

  или 
1 0xxy

z yz
    

 

Ответ.   
1

a b c
bc
 


, если 1bc  . 

 
5.  На доске написано 15 различных натуральных чисел. Оказалось, что среди 
них 8 чисел делятся на 7, а 10 чисел делятся на 11. Докажите, что среди них 
есть число, большее 220. 
 
Решение.  
Так как 7 и 11 — простые числа, числа, делящиеся на 7 и 11 одновременно, 
делятся на 711. Легко видеть, что среди выписанных есть по крайней мере 
три таких числа. Наибольшее из них не меньше, чем 3711 = 231. 
 
 
6.  Целой частью  x  произвольного числа x  называется наибольшее целое 

m  такое, что m x .  Решите неравенство    2cos 2 xx    
. 

 
      Решение.  

 



 
 
7. В трапеции ABCD с основаниями AB и CD диагонали AC и BD 
перпендикулярны. Сравните величины  BC+AD  и  AB+CD. 
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3. На шахматную доску поставили шашки так, что во всех горизонтальных 
рядах число шашек различно (цвет шашек и клеток при этом не имеет 
значения). Возможно ли, что в каждой вертикальной колонке число шашек не 
равно числу шашек ни на одной из горизонталей? Что изменится, если 64-
клеточную доску заменить на 100-клеточную?  
 
Решение. 
Дадим общее решение для доски произвольного размера n n . Для 
получения ответа затем следует взять n=8 или n=10. 
Число подстанций в ряду может быть равно одному из чисел 0, 1, 2, …, n. 
Пусть in  – число подстанций в ряду i.  in  – различные элементы множества 
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подстанций есть  ( 1)0 1
2

n nn k k
      . С другой стороны, оно равно 

nk. Итак, 
( 1)

2
n n k nk

  . 

Отсюда 2n k . 
Пример квадратной таблицы из 0 и 1 порядка 2n k  для каждого k 
следующий. 

О B 
Е D 

 
Это таблица, состоящая из 4 квадратных блоков n n  
Блок О – матрица из нулей. 
Блок B – треугольная матрица с единицами в правом нижнем углу и нулевой 
побочной диагональю. 
Блок Е – матрица из единиц. 
Блок D – треугольная матрица с единицами в левом нижнем углу и 
единичной главной диагональю. 
 
 
 
Ответ. Возможно только если нет ряда, содержащего n/2 (т.е. 4 или 5) 
шашек. 
 
 
 
 
 
 



4. Для положительных чисел x , y , z  заданы значения 1xyz  ,   1 5x
z

  ,   

1 29y
x

  .  Найдите значение 1z
y

 . 

 
Решение.  
Рассмотрим произведение (x + 1/z)(y + 1/x)(z + 1/y) = xyz + x + z + 1/y + y + 1/z 
+ 1/xyz = 2 + 5 + 29 + (z + 1/y). Отсюда 5  29  (z + 1/y) = 36 + (z + 1/y). 
(z + 1/y) = 1/4. 
Ответ: ¼. 
 
 
5.  На доске написано 15 различных натуральных чисел. Оказалось, что среди 
них 8 чисел делятся на 7, а 10 чисел делятся на 11. Докажите, что среди них 
есть число, большее 220. 
 
Решение.  
Так как 7 и 11 — простые числа, числа, делящиеся на 7 и 11 одновременно, 
делятся на 711. Легко видеть, что среди выписанных есть по крайней мере 
три таких числа. Наибольшее из них не меньше, чем 3711 = 231. 
 
 
6.  Целой частью  x  произвольного числа x  называется наибольшее целое 
m  такое, что m x . Найдите все натуральные значения  n , при которых 

разрешимо уравнение 1
2

n xx    . Для каждого найденного значения n  

укажите все решения x . 
 
Решение. 

 



7. В трапеции ABCD с основаниями AB и CD диагонали AC и BD 
перпендикулярны. Сравните величины  BCAD  и  ABCD. 
 
Решение.  
Пусть O — точка пересечения диагоналей четырехугольника. Положим 
OA = a, OB = b. Треугольник OAB подобен треугольнику OCD по двум углам 
с некоторым коэффициентом k, поэтому OC = ka, OD = kb. По теореме 
Пифагора AB2 = a2 + b2, CD2 = k2a2 + k2b2, BC2 = k2a2 + b2, AD2 = a2 + k2b2. 
Задача свелась к сравнению величин  (k2a2 + b2)( a2 + k2b2)  и  (a2 + b2)( k2a2 + 
k2b2), которое после раскрытия скобок и приведения подобных членов 
сводится к очевидному сравнению (k2–1)2a2b2 и 0. Отсюда следует, что левая 
часть была больше, а значит   BCAD  ABCD 



7081 8 класс 

1. 100 сотрудников энергетической компании пользуются сетью Монолайн, а
200 сотрудников – сетью Громофон. За внутрисетевой звонок Монолайн 
берёт 43 копейки, а Громофон меньше, но целое число копеек. За звонок в 
другую сеть стоимость звонка возрастает в 3 раза. Все входящие звонки 
бесплатные. В течение дня каждый сотрудник звонит каждому по одному 
разу и от каждого один раз получает встречный звонок. Сколько стоят звонки 
с Громофона, если его ежедневные доходы с компании более чем на десять 
тысяч рублей превышают доходы Монолайна? 

Решение.  
Пусть звонки с Громофона (внутрисетевые) стоят х копеек. Тогда доход 
Громофона составляет с внутрисетевых звонков х200199 и с межсетевых 
3х100200, т.е. всего 998х рублей. 
Монолайн получает доход с внутрисетевых звонков: 4310099 = 4257 руб. Со 
звонков на Громофон: 343100200 = 25800 руб. Всего 30057 руб.  
Получаем систему неравенств 

998х > 40057, 
х < 43, 

которую нужно решить в целых числах. 

Ответ: 41 или 42 коп. за минуту. 



2. Наземный клапан подземного газохранилища огражден деревянным 
забором в виде окружности, разделенной 5 кирпичными столбами на 5 дуг. 
Требуется раскрасить деревянные части забора так, чтобы каждая дуга была 
бы одного цвета, а любые две соседние дуги имели разные цвета. Какое 
минимальное число цветов достаточно?  Сколькими способами можно это 
сделать, используя минимальное число цветов? 
 
Решение. 
1.  Явной проверкой проверяется, что 2 цветов не достаточно, а 3 уже 
достаточно (нужно привести пример, скажем, 1-2-1-2-3). 
2. Обозначим столбы забора A, B, C, D, E. Пусть сторона AB окрашена 
цветом 1, а ВС цветом 2 (они должны быть обязательно разного цвета). 
Составим далее дерево возможностей. 
                                             Сторона CD                                       
 
 
 

1 3 
Сторона DE 
 

 
 
                           2               3             1                   2 
                            Сторона EF 
   
 
 
                 
                 3                      2            2         3                      3 
Итак, получили 5 возможных вариантов. Но так как число перестановок трех 
цветов равно 6, то меняя значения цветов 1, 2 и 3, мы получим 6 °5 = 30 
вариантов. 
 
Ответ: 3 цвета,  30 способов. 
 



3. На шахматную доску поставили шашки так, что во всех горизонтальных 
рядах число шашек различно (цвет шашек и клеток при этом не имеет 
значения). Возможно ли, что в каждой вертикальной колонке число шашек не 
равно числу шашек ни на одной из горизонталей?  
 
Решение. 
Число подстанций в ряду может быть равно одному из чисел 0, 1, 2, …, 8. 
Пусть in  – число подстанций в ряду i.  in  – различные элементы множества 
 0,1, ,8 , они принимают все значения из  0,1, ,8  кроме единственного 
значения k. Тогда в каждой колонке ровно k подстанций. Общее число 
подстанций есть  0 1 8 36k k      . С другой стороны, оно равно 8k. 
Итак, 

36 8k k  . 
Отсюда 4k  . 
Пример квадратной таблицы из 0 и 1 порядка 8n   для каждого k 
следующий. 

О B 
Е D 

 
Это таблица, состоящая из 4 квадратных блоков 8 8  
Блок О – матрица из нулей. 
Блок B – треугольная матрица с единицами в правом нижнем углу и нулевой 
побочной диагональю. 
Блок Е – матрица из единиц. 
Блок D – треугольная матрица с единицами в левом нижнем углу и 
единичной главной диагональю. 
 
 
Ответ. Возможно только если нет ряда, содержащего 4 шашки. 
 
 
 

4. Для положительных чисел x , y , z  заданы значения 1xyz  ,   1 5x
z

  ,   

1 29y
x

  .  Найдите значение 1z
y

 . 

 
Решение.  
Рассмотрим произведение (x + 1/z)(y + 1/x)(z + 1/y) = xyz + x + z + 1/y + y + 1/z 
+ 1/xyz = 2 + 5 + 29 + (z + 1/y). Отсюда 5  29  (z + 1/y) = 36 + (z + 1/y). 
(z + 1/y) = 1/4. 
Ответ: ¼. 
 
 



5.  На доске написано 15 различных натуральных чисел. Оказалось, что среди 
них 8 чисел делятся на 7, а 10 чисел делятся на 11. Докажите, что среди них 
есть число, большее 220. 
 
Решение.  
Так как 7 и 11 — простые числа, числа, делящиеся на 7 и 11 одновременно, 
делятся на 711. Легко видеть, что среди выписанных есть по крайней мере 
три таких числа. Наибольшее из них не меньше, чем 3711 = 231. 
 
 
6.  Произведение 2015 целых чисел равно 1. Может ли сумма их 2015-ых 
степеней быть равной нулю? 
 
Решение. Все эти числа равны либо 1, либо -1, иначе их произведение не 
может равняться 1. Число минус единиц среди этих чисел должно быть 
чётным, иначе произведение не будет равно 1. Значит, число единиц нечётно, 
поскольку всего чисел нечетное количество. 2015-ая степень каждого 
множителя совпадает с ним самими. Но сумма нечётного числа единиц и 
чётного числа минус единиц не может дать 0. 
 
Ответ: Не может. 
 
 
7. Можно ли 2015-угольник разбить на параллелограммы? 
 
Решение.  Если некоторый выпуклый многоугольник разрезается на 
параллелограммы, то его стороны разбиваются на пары сторон, 
параллельных друг другу. Значит, число сторон такого многоугольника 
чётно. Поскольку в 2015-угольнике число сторон нечётно, разрезать его на 
параллелограммы нельзя.  
 
Ответ: Нельзя. 



7071 7 класс 

1. 100 сотрудников энергетической компании пользуются сетью Монолайн, а
200 сотрудников – сетью Громофон. За внутрисетевой звонок Монолайн 
берёт 43 копейки, а Громофон меньше, но целое число копеек. За звонок в 
другую сеть стоимость звонка возрастает в 3 раза. Все входящие звонки 
бесплатные. В течение дня каждый сотрудник звонит каждому по одному 
разу и от каждого один раз получает встречный звонок. Сколько стоят звонки 
с Громофона, если его ежедневные доходы с компании более чем на десять 
тысяч рублей превышают доходы Монолайна? 

Решение.  
Пусть звонки с Громофона (внутрисетевые) стоят х копеек. Тогда доход 
Громофона составляет с внутрисетевых звонков х200199 и с межсетевых 
3х100200, т.е. всего 998х рублей. 
Монолайн получает доход с внутрисетевых звонков: 4310099 = 4257 руб. Со 
звонков на Громофон: 343100200 = 25800 руб. Всего 30057 руб.  
Получаем систему неравенств 

998х > 40057, 
х < 43, 

которую нужно решить в целых числах. 

Ответ: 41 или 42 коп. за минуту. 



2. Наземный клапан подземного газохранилища огражден деревянным 
забором в виде окружности, разделенной 5 кирпичными столбами на 5 дуг. 
Требуется раскрасить деревянные части забора так, чтобы каждая дуга была 
бы одного цвета, а любые две соседние дуги имели разные цвета. Какое 
минимальное число цветов достаточно?  Сколькими способами можно это 
сделать, используя минимальное число цветов? 
 
Решение. 
1.  Явной проверкой проверяется, что 2 цветов не достаточно, а 3 уже 
достаточно (нужно привести пример, скажем, 1-2-1-2-3). 
2. Обозначим столбы забора A, B, C, D, E. Пусть сторона AB окрашена 
цветом 1, а ВС цветом 2 (они должны быть обязательно разного цвета). 
Составим далее дерево возможностей. 
                                             Сторона CD                                       
 
 
 

1 3 
Сторона DE 
 

 
 
                           2               3             1                   2 
                            Сторона EF 
   
 
 
                 
                 3                      2            2         3                      3 
Итак, получили 5 возможных вариантов. Но так как число перестановок трех 
цветов равно 6, то меняя значения цветов 1, 2 и 3, мы получим 6 °5 = 30 
вариантов. 
 
Ответ: 3 цвета,  30 способов. 
 
 



3. На шахматную доску поставили шашки так, что во всех горизонтальных 
рядах число шашек различно (цвет шашек и клеток при этом не имеет 
значения). Возможно ли, что в каждой вертикальной колонке число шашек не 
равно числу шашек ни на одной из горизонталей?  
 
Решение. 
Число подстанций в ряду может быть равно одному из чисел 0, 1, 2, …, 8. 
Пусть in  – число подстанций в ряду i.  in  – различные элементы множества 
 0,1, ,8 , они принимают все значения из  0,1, ,8  кроме единственного 
значения k. Тогда в каждой колонке ровно k подстанций. Общее число 
подстанций есть  0 1 8 36k k      . С другой стороны, оно равно 8k. 
Итак, 

36 8k k  . 
Отсюда 4k  . 
Пример квадратной таблицы из 0 и 1 порядка 8n   для каждого k 
следующий. 

О B 
Е D 

 
Это таблица, состоящая из 4 квадратных блоков 8 8  
Блок О – матрица из нулей. 
Блок B – треугольная матрица с единицами в правом нижнем углу и нулевой 
побочной диагональю. 
Блок Е – матрица из единиц. 
Блок D – треугольная матрица с единицами в левом нижнем углу и 
единичной главной диагональю. 
 
 
Ответ. Возможно только если нет ряда, содержащего 4 шашки. 
 
 
 

4. Для положительных чисел x , y , z  заданы значения 1xyz  ,   1 5x
z

  ,   

1 29y
x

  .  Найдите значение 1z
y

 . 

 
Решение.  
Рассмотрим произведение (x + 1/z)(y + 1/x)(z + 1/y) = xyz + x + z + 1/y + y + 1/z 
+ 1/xyz = 2 + 5 + 29 + (z + 1/y). Отсюда 5  29  (z + 1/y) = 36 + (z + 1/y). 
(z + 1/y) = 1/4. 
Ответ: ¼. 
 
 



5.  На доске написано 15 различных натуральных чисел. Оказалось, что среди 
них 8 чисел делятся на 7, а 10 чисел делятся на 11. Докажите, что среди них 
есть число, большее 220. 
 
Решение.  
Так как 7 и 11 — простые числа, числа, делящиеся на 7 и 11 одновременно, 
делятся на 711. Легко видеть, что среди выписанных есть по крайней мере 
три таких числа. Наибольшее из них не меньше, чем 3711 = 231. 
 
 
 
6.  Произведение 2015 целых чисел равно 1. Может ли их сумма быть равной 
нулю? 
 
Решение. Все эти числа равны либо 1, либо -1, иначе их произведение не 
может равняться 1. Число минус единиц среди этих чисел должно быть 
чётным, иначе произведение не будет равно 1. Значит, число единиц нечётно, 
поскольку всего чисел 2015. Но сумма нечётного числа единиц и чётного 
числа минус единиц не может дать 0. 
 
Ответ: Не может. 
 
 
 
7. Можно ли 2015-угольник разбить на параллелограммы? 
 
Решение.  Если некоторый выпуклый многоугольник разрезается на 
параллелограммы, то его стороны разбиваются на пары сторон, 
параллельных друг другу. Значит, число сторон такого многоугольника 
чётно. Поскольку в 2015-угольнике число сторон нечётно, разрезать его на 
параллелограммы нельзя.  
 
Ответ: Нельзя. 
 

 



11 êëàññ
Çàäà÷à 1.

Ñòàíöèÿ ñâÿçàíà ëèíèÿìè ñ íåñêîëüêèìè ïðåäïðèÿòèÿìè, ïðè ýòîì
(1) cðåäè ëþáûõ 3 ëèíèé åñòü âåäóùàÿ íà ïðåäïðèÿòèå ãîðîäà Ì;
(2) ñðåäè ëþáûõ 4 ëèíèé åñòü âåäóùàÿ íà ïðåäïðèÿòèå ïîñåëêà Ï.

Ìîæåò ëè ÷èñëî ëèíèé áûòü ìåíüøå 5? Åñëè îíî íå ìåíüøå 5, òî íàéäóòñÿ
ëè ñðåäè ëþáûõ 5 ëèíèè, íå âåäóùèå íè â Ì, íè â Ï?

Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ÷èñëî âñåõ ëèíèé, m � ÷èñëî ëèíèé, âåäóùèõ â Ì,
p � ÷èñëî ëèíèé, âåäóùèõ â Ï, x � ÷èñëî ïðî÷èõ ëèíèé. Èìååì:

m,n, p, x ∈ Z+; m+ p+ x = n.

1. Âîçìîæíî, ÷òî n = 4. Ïðèìåð: èç 4 ëèíèé 3 âåäóò â M, îäíà � â Ï.
2. Ïóñòü n ≥ 5. Â ñèëó óñëîâèÿ (1) ïîëó÷èì p+ x ≤ 2. Àíàëîãè÷íî èç (2)

ñëåäóåò m+ x ≤ 3. Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà x ≥ 0 ïîëó÷èì m ≤ 3.
Èç íåðàâåíñòâ

p+ x ≤ 2, m+ p+ x ≥ 5

ïîëó÷èì m ≥ 3. Òàêèì îáðàçîì, m = 3 è òîãäà x = 0.

Îòâåò.

×èñëî ëèíèé ìîæåò áûòü ìåíüøå 5 (åñòü ïðèìåð);
ëèíèé, íå âåäóùèõ íè â Ì, íè â Ï, íåò.

Çàäà÷à 2.

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ âåëè÷èíû tg x è tg 2x ÿâëÿþòñÿ
öåëûìè ÷èñëàìè.

Äëÿ êàæäîãî íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ x âû÷èñëèòå 2015tg x.

Ðåøåíèå. Ïóñòü tg x = m, tg 2x = n ∈ Z. Òîãäà

n =
2m

1−m2
=

−2m
(m− 1)(m+ 1)

.

Î÷åâèäíî, ÍÎÄ(m,m±1) = 1, ïîýòîìó ÷èñëî n öåëîå â òî÷íîñòè ïðè m = 0.
Òîãäà è n = tg x = 0, x = πk, k ∈ Z, 2015m = 1.

Îòâåò: x = πk, k ∈ Z, 2015tg x = 1.

1
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Задача 3. 

Найдите площадь фигуры, состоящей из точек, координаты которых удовлетворяют 

неравенству    (sin arcsin )(sin arcsin ) 0y x x y    

Решение.  

Область определения неравенства :| | 1,| | 1D x y  . Обозначим левую часть неравенства 

( , )f x y . D  разбивается на две неперекрывающиеся области 1 : ( , ) 0D f x y   и

2 : ( , ) 0D f x y  . Площади их обозначим 1S  и 2S . Площадь 1S  надо как раз найти.

Очевидно, 1 2 4S S  . Произведем поворот координатных осей на 90º, то есть точка

( , )x y  переходит в точку ( , )y x . Тогда легко видеть, что неравенство ( , ) 0f x y   

преобразуется в неравенство ( , ) 0f x y  . То есть точки области 1D  переходят в точки

области 2D  и наоборот. Это означает, что 1 2S S . И, следовательно, 1 2S  .

Ответ:  2. 



Çàäà÷à 4.

Ïîñëå ïîëóäíÿ ïðîøëî öåëîå ÷èñëî ìèíóò, è â ýòîò ìîìåíò óãîë ìåæäó
÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêàìè ñîñòàâèë ðîâíî 2 ãðàäóñà. Êàêîå âðåìÿ ïîêà-
çûâàþò ÷àñû, åñëè ýòî ñîáûòèå ïðîèçîøëî âïåðâûå ïîñëå ïîëóäíÿ?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü ïðîøëî h öåëûõ ÷àñîâ è m ìèíóò. Çà îäèí ÷àñ (60 ìèíóò) ÷àñî-
âàÿ ñòðåëêà ñäâèãàåòñÿ íà 360/12 = 30 ãðàäóñîâ, åùå çà m öåëûõ ìèíóò
÷àñîâàÿ ñòðåëêà ïîäâèíåòñÿ íà (30/60)m = 0, 5m ãðàäóñîâ, à ìèíóòíàÿ � íà
(360/60)m = 6m ãðàäóñîâ. Òàêèì îáðàçîì,

30h+ 0, 5m− 6m = ±2. (1)

Îñòàåòñÿ ðåøèòü â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå (1) ñ óñëîâèåì

h íàèìåíüøåå , m ≤ 59. (2)

Óðàâíåíèå óìíîæèì íà 2, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò äðîáíûõ ÷èñåë:

60h− 11m = ±4.

ßñíî, ÷òî m êðàòíî 4, óñëîâèþ (2) óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî h = 3,m = 16.

Îòâåò. 15 ÷àñîâ 16 ìèíóò.
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Задача 5. 

В городе работают три банка. Известно, что вклад, размещенный в одном из них 

(неизвестно в каком), через год удвоится, в другом (тоже неизвестно, в каком) – утроится, 

а один из банков (неизвестно, какой из трех) разорится, и вкладчик потеряет свои деньги. 

У Ивана Ивановича есть 600000 рублей. Он хочет рискнуть и разместить свои деньги в 

банках на год. Как ему разложить деньги по банкам, чтобы при самом плохом ходе 

событий получить максимально возможный доход (некоторую сумму он может оставить и 

дома)? Какую сумму в этом случае он получит на руки через год? 

Решение. 

Пусть Иван Иванович положил в банки 𝑥, 𝑦, 𝑧 рублей соответственно, а t рублей оставил

себе ( может быть и 𝑡 = 0 ). Пусть для определенности   0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧. При самом

плохом ходе событий наибольший вклад пропадет через год, средний по величине - 

удвоится, а самый маленький - утроится. У Ивана Ивановича в этом случае останется на 

руках 3𝑥 + 2𝑦 + 𝑡 рублей. Запишем очевидное неравенство 4𝑥 + 𝑦 ≤ 5𝑧 + 2𝑡. Из

этого неравенства получим эквивалентное неравенство   3𝑥 + 2𝑦 + 𝑡 ≤
5

3
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 +

𝑡). Но 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 600000.  Таким образом, через год при любом ходе событий

Иван Иванович получит не более 
5

3
600000 = 1000000.  Чтобы получить

гарантированно не меньше такой суммы через год, ему надо положить в каждый банк по 

200000 рублей.  

Ответ. При разумном распределении денег между банками Иван Иванович через год 

получит не меньше 1000000 рублей. Для этого в каждый банк он должен положить по 

200000 рублей. 

Задача 6.      

Господин Сыр Жуй, большой поклонник Фэн-шуй, владеет парком, представляющим 

собой прямоугольный треугольник с острым углом 
11

24
   и гипотенузой длины 640 м и

желает устроить в нем лабиринт аллей. Для этого прокладываются аллеи, идущие вдоль 

медианы и высоты, опущенных из прямого угла. Эти аллеи вместе с отсекаемой частью 

гипотенузы образуют новый прямоугольный треугольник. В нем из прямого угла снова 

прокладываются аллея-высота и аллея-медиана и т.д.    

А. Найдите длину аллеи-гипотенузы 5-го треугольника.  

Б. Найдите площадь 5-го треугольника. 

Решение. 

Пусть в треугольнике АВС (см. рис.) угол В – 

прямой, угол С равен  . Так как ВМ – 

медиана, то ВМ = МС. Следовательно, угол 

СВM равен  . Угол АВН также равен   

(например, как угол со сторонами, взаимно 

перпендикулярными к сторонам угла С). 



Поэтому угол НВМ равен 2
2


  . Соответственно, угол ВМH равен 2 . Проведенные 

рассуждения верны в случае 
4


  . В случае 

4


  нужно провести те же самые 

рассуждения относительно меньшего угла (равного, 
2


 ). Однако результат будет тем 

же – острые углы треугольника ВНМ будут равны 2
2


   и 2 . Наконец, в случае 

4


   никакого треугольника вообще не получится, высота и медиана будут совпадать. 

В нашем случае один из углов равен 
11

24
   . Другой угол равен

3

1 1

24 2 3 4

  
     

 
. Поэтому, проводя указанные построения, мы получим 

последовательность прямоугольных треугольников с меньшими острыми углами 

0 33 2


 


, 

1 23 2


 


, 

3
3 2 6

 
  


. После этого меньший угол треугольника 

перестанет меняться и все дальнейшие треугольники будут подобными с меньшим углом 

6
k


  . 

А.  Так как медиана предыдущего треугольника становится гипотенузой 

последующего, то длина гипотенузы каждый раз сокращается вдвое. Поэтому длина 

гипотенузы 5-го треугольника будет равна 5 5

640
20

2
b   . 

Б.  Площадь искомого треугольника 

2
2

5 5 5

1 20
sin2 sin 50 3

4 4 3
S b


    . 

Ответ.    А.  20 м.   Б.   50 3   м
2
.



Çàäà÷à 7.

Ïüåäåñòàë îëèìïèàäû �Ïîñëåäíÿÿ íàäåæäà ìàòåìàòèêè� ñîñòîèò èç òðåõ
ñòóïåíåé. Â âåðòèêàëüíîì ðàçðåçå îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðè ñîñòûêîâàííûõ
ïðÿìîóãîëüíèêà, äëèíû êîòîðûõ îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, à
âûñîòû � ãåîìåòðè÷åñêóþ. Ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî
15, 60, 180 äì2, à èõ îáùàÿ äëèíà ñîñòàâëÿåò 30 äì. Íàéäèòå ðàçìåðû ïüå-
äåñòàëà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñòóïåíü ñ ñàìîé ìàëåíüêîé äëèíîé èìååò è ñàìóþ
ìàëåíüêóþ âûñîòó.

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû àðèôì. ïðîãð. ÷åðåç a − p, a, a + p, à ýëåìåíòû
ãåîìåòðè÷åñêîé � ÷åðåç b/q, b, bq.

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
a− p+ a+ a+ p = 30

(a− p)b/q = 15

ab = 60

(a+ p)bq = 180

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñðàçó íàõîäèòñÿ a = 10 è çàòåì èç òðåòüåãî b = 6.
Ïåðåìíîæàÿ âòîðîå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì

(a2 − p2)b2 = 15 · 180

îòêóäà p2 = 25. Çíà÷èò, p = ±5. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå çíàêà ïîëó-
÷àåì îäíè è òå æå ýëåìåíòû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè {5, 10, 15}. Òåïåðü
èç âòîðîãî (èëè ÷åòâåðòîãî) ðàâåíñòâà íàõîäèì q = 2 è ýëåìåíòû ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè {3, 6, 12}.

Îòâåò. Ñòóïåíü òðåòüåãî ìåñòà èìååò ðàçìåðû 5× 3,
âòîðîãî ìåñòà � 10× 6,

ïåðâîãî � 15× 12.
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10 êëàññ

Çàäà÷à 1.

Ñòàíöèÿ ñâÿçàíà ëèíèÿìè ñ íåñêîëüêèìè ïðåäïðèÿòèÿìè, ïðè ýòîì
(1) cðåäè ëþáûõ 3 ëèíèé åñòü âåäóùàÿ íà ïðåäïðèÿòèå ãîðîäà Ì;
(2) ñðåäè ëþáûõ 4 ëèíèé åñòü âåäóùàÿ íà ïðåäïðèÿòèå ïîñåëêà Ï.

Ìîæåò ëè ÷èñëî ëèíèé áûòü ìåíüøå 5? Åñëè îíî íå ìåíüøå 5, òî íàéäóòñÿ
ëè ñðåäè ëþáûõ 5 ëèíèè, íå âåäóùèå íè â Ì, íè â Ï?

Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ÷èñëî âñåõ ëèíèé, m � ÷èñëî ëèíèé, âåäóùèõ â Ì,
p � ÷èñëî ëèíèé, âåäóùèõ â Ï, x � ÷èñëî ïðî÷èõ ëèíèé. Èìååì:

m,n, p, x ∈ Z+; m+ p+ x = n.

1. Âîçìîæíî, ÷òî n = 4. Ïðèìåð: èç 4 ëèíèé 3 âåäóò â M, îäíà � â Ï.
2. Ïóñòü n ≥ 5. Â ñèëó óñëîâèÿ (1) ïîëó÷èì p+ x ≤ 2. Àíàëîãè÷íî èç (2)

ñëåäóåò m+ x ≤ 3. Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà x ≥ 0 ïîëó÷èì m ≤ 3.
Èç íåðàâåíñòâ

p+ x ≤ 2, m+ p+ x ≥ 5

ïîëó÷èì m ≥ 3. Òàêèì îáðàçîì, m = 3 è òîãäà x = 0.

Îòâåò.

×èñëî ëèíèé ìîæåò áûòü ìåíüøå 5 (åñòü ïðèìåð);
ëèíèé, íå âåäóùèõ íè â Ì, íè â Ï, íåò.

Çàäà÷à 2.

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ âåëè÷èíû tg x è tg 2x ÿâëÿþòñÿ
öåëûìè ÷èñëàìè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü tg x = m, tg 2x = n ∈ Z. Òîãäà

n =
2m

1−m2
=

−2m
(m− 1)(m+ 1)

.

Î÷åâèäíî, ÍÎÄ(m,m±1) = 1, ïîýòîìó ÷èñëî n öåëîå â òî÷íîñòè ïðè m = 0.
Òîãäà è n = tg x = 0, x = πk, k ∈ Z.

Îòâåò: x = πk, k ∈ Z.
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Çàäà÷à 3.

Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2+ px+ q = 0 èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü. Ïîëîæèì
T (x) = x2+ px+ q. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå T (T (T (x))) = 0 èìååò ðîâíî òðè
ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Íàéäèòå èõ.

Ðåøåíèå.

ßñíî, ÷òî T (x) èìååò âèä T (x) = (x− a)2, ïîýòîìó
T (T (T (x))) = (((x− a)2 − a)2 − a)2 = 0.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ((x − a)2 − a)2 = a > 0 (ñòðîãîå íåðàâåíñòâî a > 0 ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî ïðè a = 0 óðàâíåíèå T (T (T (x))) = 0 èìååò íå òðè, à âñåãî îäèí
êîðåíü), îòêóäà (x− a)2 = a±

√
a.

Ïîñêîëüêó ó ýòèõ äâóõ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé äîëæíî áûòü òðè êîðíÿ, ó
îäíîãî èç óðàâíåíèé äîëæåí áûòü îäèí êîðåíü, à ó äðóãîãî äâà. Ó óðàâíåíèÿ
(x − a)2 = a +

√
a íå ìîæåò áûòü âñåãî îäèí êîðåíü, òàê êàê a +

√
a > 0,

ïîñêîëüêó a > 0. Çíà÷èò, îäèí êîðåíü èìååò óðàâíåíèå (x− a)2 = a−
√
a, òî

åñòü a −
√
a = 0, ÷òî äà¼ò äâà âàðèàíòà: a = 0 èëè a = 1. Ïîñêîëüêó a > 0,

îñòà¼òñÿ òîëüêî a = 1.
Òåïåðü, ðåøèâ óðàâíåíèÿ (x − a)2 = a ±

√
a ïðè a = 1, ëåãêî íàéä¼ì âñå

òðè êîðíÿ óðàâíåíèÿ T (T (T (x))) = 0: ýòî x1 = 1, x2,3 = 1±
√
2.

Îòâåò. x1 = 1, x2,3 = 1±
√
2.

Çàäà÷à 4.

Ïîñëå ïîëóäíÿ ïðîøëî öåëîå ÷èñëî ìèíóò, è â ýòîò ìîìåíò óãîë ìåæäó
÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêàìè ñîñòàâèë ðîâíî 2 ãðàäóñà. Êàêîå âðåìÿ ïîêà-
çûâàþò ÷àñû, åñëè ýòî ñîáûòèå ïðîèçîøëî âïåðâûå ïîñëå ïîëóäíÿ?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü ïðîøëî h öåëûõ ÷àñîâ è m ìèíóò. Çà îäèí ÷àñ (60 ìèíóò) ÷àñî-
âàÿ ñòðåëêà ñäâèãàåòñÿ íà 360/12 = 30 ãðàäóñîâ, åùå çà m öåëûõ ìèíóò
÷àñîâàÿ ñòðåëêà ïîäâèíåòñÿ íà (30/60)m = 0, 5m ãðàäóñîâ, à ìèíóòíàÿ � íà
(360/60)m = 6m ãðàäóñîâ. Òàêèì îáðàçîì,

30h+ 0, 5m− 6m = ±2. (1)

Îñòàåòñÿ ðåøèòü â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå (1) ñ óñëîâèåì

h íàèìåíüøåå , m ≤ 59. (2)

Óðàâíåíèå óìíîæèì íà 2, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò äðîáíûõ ÷èñåë:

60h− 11m = ±4.
ßñíî, ÷òî m êðàòíî 4, óñëîâèþ (2) óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî h = 3,m = 16.

Îòâåò. 15 ÷àñîâ 16 ìèíóò.
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Задача 5. 

В городе работают три банка. Известно, что вклад, размещенный в одном из них 

(неизвестно в каком), через год удвоится, в другом (тоже неизвестно, в каком) – утроится, 

а один из банков (неизвестно, какой из трех) разорится, и вкладчик потеряет свои деньги. 

У Ивана Ивановича есть 600000 рублей. Он хочет рискнуть и разместить свои деньги в 

банках на год. Как ему разложить деньги по банкам, чтобы при самом плохом ходе 

событий получить максимально возможный доход (некоторую сумму он может оставить и 

дома)? Какую сумму в этом случае он получит на руки через год? 

Решение. 

Пусть Иван Иванович положил в банки 𝑥, 𝑦, 𝑧 рублей соответственно, а t рублей оставил

себе ( может быть и 𝑡 = 0 ). Пусть для определенности   0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧. При самом

плохом ходе событий наибольший вклад пропадет через год, средний по величине - 

удвоится, а самый маленький - утроится. У Ивана Ивановича в этом случае останется на 

руках 3𝑥 + 2𝑦 + 𝑡 рублей. Запишем очевидное неравенство 4𝑥 + 𝑦 ≤ 5𝑧 + 2𝑡. Из

этого неравенства получим эквивалентное неравенство   3𝑥 + 2𝑦 + 𝑡 ≤
5

3
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 +

𝑡). Но 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 600000.  Таким образом, через год при любом ходе событий

Иван Иванович получит не более 
5

3
600000 = 1000000.  Чтобы получить

гарантированно не меньше такой суммы через год, ему надо положить в каждый банк по 

200000 рублей.  

Ответ. При разумном распределении денег между банками Иван Иванович через год 

получит не меньше 1000000 рублей. Для этого в каждый банк он должен положить по 

200000 рублей. 

Задача 6.    

Господин Сыр Жуй, большой поклонник Фэн-шуй, владеет парком, представляющим 

собой прямоугольный треугольник с острым углом 
11

24
   и гипотенузой длины 640 м и

желает устроить в нем лабиринт аллей. Для этого прокладываются аллеи, идущие вдоль 

медианы и высоты, опущенных из прямого угла. Эти аллеи вместе с отсекаемой частью 

гипотенузы образуют новый прямоугольный треугольник. В нем из прямого угла снова 

прокладываются аллея-высота и аллея-медиана и т.д.    

А. Найдите длину аллеи-гипотенузы 5-го треугольника.  

Б. Найдите площадь 5-го треугольника. 

Решение. 

Пусть в треугольнике АВС (см. рис.) угол В – 

прямой, угол С равен  . Так как ВМ – 

медиана, то ВМ = МС. Следовательно, угол 

СВM равен  . Угол АВН также равен   

(например, как угол со сторонами, взаимно 

перпендикулярными к сторонам угла С). 



Поэтому угол НВМ равен 2
2


  . Соответственно, угол ВМH равен 2 . Проведенные 

рассуждения верны в случае 
4


  . В случае 

4


  нужно провести те же самые 

рассуждения относительно меньшего угла (равного, 
2


 ). Однако результат будет тем 

же – острые углы треугольника ВНМ будут равны 2
2


   и 2 . Наконец, в случае 

4


   никакого треугольника вообще не получится, высота и медиана будут совпадать. 

В нашем случае один из углов равен 
11

24
   . Другой угол равен

3

1 1

24 2 3 4

  
     

 
. Поэтому, проводя указанные построения, мы получим 

последовательность прямоугольных треугольников с меньшими острыми углами 

0 33 2


 


, 

1 23 2


 


, 

3
3 2 6

 
  


. После этого меньший угол треугольника 

перестанет меняться и все дальнейшие треугольники будут подобными с меньшим углом 

6
k


  . 

А.  Так как медиана предыдущего треугольника становится гипотенузой 

последующего, то длина гипотенузы каждый раз сокращается вдвое. Поэтому длина 

гипотенузы 5-го треугольника будет равна 5 5

640
20

2
b   . 

Б.  Площадь искомого треугольника 

2
2

5 5 5

1 20
sin2 sin 50 3

4 4 3
S b


    . 

Ответ.    А.  20 м.   Б.   50 3   м
2
.



Çàäà÷à 7.

Ïüåäåñòàë îëèìïèàäû �Ïîñëåäíÿÿ íàäåæäà ìàòåìàòèêè� ñîñòîèò èç òðåõ
ñòóïåíåé. Â âåðòèêàëüíîì ðàçðåçå îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðè ñîñòûêîâàííûõ
ïðÿìîóãîëüíèêà, äëèíû êîòîðûõ îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, à
âûñîòû � ãåîìåòðè÷åñêóþ. Ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî
15, 60, 180 äì2, à èõ îáùàÿ äëèíà ñîñòàâëÿåò 30 äì. Íàéäèòå ðàçìåðû ïüå-
äåñòàëà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñòóïåíü ñ ñàìîé ìàëåíüêîé äëèíîé èìååò è ñàìóþ
ìàëåíüêóþ âûñîòó.

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû àðèôì. ïðîãð. ÷åðåç a − p, a, a + p, à ýëåìåíòû
ãåîìåòðè÷åñêîé � ÷åðåç b/q, b, bq.

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
a− p+ a+ a+ p = 30

(a− p)b/q = 15

ab = 60

(a+ p)bq = 180

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñðàçó íàõîäèòñÿ a = 10 è çàòåì èç òðåòüåãî b = 6.
Ïåðåìíîæàÿ âòîðîå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì

(a2 − p2)b2 = 15 · 180

îòêóäà p2 = 25. Çíà÷èò, p = ±5. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå çíàêà ïîëó-
÷àåì îäíè è òå æå ýëåìåíòû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè {5, 10, 15}. Òåïåðü
èç âòîðîãî (èëè ÷åòâåðòîãî) ðàâåíñòâà íàõîäèì q = 2 è ýëåìåíòû ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè {3, 6, 12}.

Îòâåò. Ñòóïåíü òðåòüåãî ìåñòà èìååò ðàçìåðû 5× 3,
âòîðîãî ìåñòà � 10× 6,

ïåðâîãî � 15× 12.
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9 êëàññ

Çàäà÷à 1.

Ñòàíöèÿ ñâÿçàíà ëèíèÿìè ñ íåñêîëüêèìè ïðåäïðèÿòèÿìè, ïðè ýòîì
(1) cðåäè ëþáûõ 3 ëèíèé åñòü âåäóùàÿ íà ïðåäïðèÿòèå ãîðîäà Ì;
(2) ñðåäè ëþáûõ 4 ëèíèé åñòü âåäóùàÿ íà ïðåäïðèÿòèå ïîñåëêà Ï.

Ìîæåò ëè ÷èñëî ëèíèé áûòü ìåíüøå 5? Åñëè îíî íå ìåíüøå 5, òî íàéäóòñÿ
ëè ñðåäè ëþáûõ 5 ëèíèè, íå âåäóùèå íè â Ì, íè â Ï?

Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ÷èñëî âñåõ ëèíèé, m � ÷èñëî ëèíèé, âåäóùèõ â Ì,
p � ÷èñëî ëèíèé, âåäóùèõ â Ï, x � ÷èñëî ïðî÷èõ ëèíèé. Èìååì:

m,n, p, x ∈ Z+; m+ p+ x = n.

1. Âîçìîæíî, ÷òî n = 4. Ïðèìåð: èç 4 ëèíèé 3 âåäóò â M, îäíà � â Ï.
2. Ïóñòü n ≥ 5. Â ñèëó óñëîâèÿ (1) ïîëó÷èì p+ x ≤ 2. Àíàëîãè÷íî èç (2)

ñëåäóåò m+ x ≤ 3. Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà x ≥ 0 ïîëó÷èì m ≤ 3.
Èç íåðàâåíñòâ

p+ x ≤ 2, m+ p+ x ≥ 5

ïîëó÷èì m ≥ 3. Òàêèì îáðàçîì, m = 3 è òîãäà x = 0.

Îòâåò.

×èñëî ëèíèé ìîæåò áûòü ìåíüøå 5 (åñòü ïðèìåð);
ëèíèé, íå âåäóùèõ íè â Ì, íè â Ï, íåò.

Çàäà÷à 2.

Òðåóãîëüíèê âðàùàåòñÿ â ñâîåé ïëîñêîñòè. ×åðåç êàêóþ òî÷êó äîëæíà
ïðîõîäèòü îñü âðàùåíèÿ, ÷òîáû çàìåòàëàñü íàèìåíüøàÿ ïëîùàäü?

Ðåøåíèå.

ßñíî, ÷òî ðàäèóñ çàìåòàåìîãî êðóãà áóäåò ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò öåíòðà
âðàùåíèÿ äî îäíîé èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà. Íà÷íåì ñ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ,
êîãäà òðåóãîëüíèê "åñòü îòðåçîê". Çäåñü î÷åâèäíî, ÷òî öåíòð âðàùåíèÿ äîë-
æåí íàõîäèòüñÿ â ñåðåäèíå îòðåçêà. Òåïåðü áóäåì "îòòÿãèâàòü"òðåòüþ âåð-
øèíó îò îòðåçêà â ëþáóþ ñòîðîíó (íî òàê, ÷òîáû èñõîäíûé îòðåçîê îñòàâàëñÿ
äëèííåéøåé ñòîðîíîé òðåóãîëüíèêà). Äî òåõ ïîð, ïîêà òðåóãîëüíèê áóäåò òó-
ïîóãîëüíûì, ðàññòîÿíèå äî òðåòüåé âåðøèíû áóäåò ìåíüøå ïîëîâèíû äëèíû
èñõîäíîãî îòðåçêà. Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ýòè ðàññòîÿíèÿ
ñðàâíÿþòñÿ. À äàëåå íóæíî óâîäèòü öåíòð âðàùåíèÿ âíóòðü òðåóãîëüíèêà
òàê, ÷òîáû îí áûë öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

2
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Îòâåò.

Åñëè òðåóãîëüíèê îñòðîóãîëüíûé � âðàùàòü âîêðóã öåíòðà îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè.

Åñëè òðåóãîëüíèê òóïîóãîëüíûé � âðàùàòü âîêðóã ñåðåäèíû íàèáîëåå äëèí-
íîé ñòîðîíû.

(Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñîåäèíÿåò â ñåáå îáà ñëó÷àÿ.)

Çàäà÷à 3.

Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2+ px+ q = 0 èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü. Ïîëîæèì
T (x) = x2+ px+ q. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå T (T (T (x))) = 0 èìååò ðîâíî òðè
ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Íàéäèòå èõ.

Ðåøåíèå.

ßñíî, ÷òî T (x) èìååò âèä T (x) = (x− a)2, ïîýòîìó

T (T (T (x))) = (((x− a)2 − a)2 − a)2 = 0.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ((x − a)2 − a)2 = a > 0 (ñòðîãîå íåðàâåíñòâî a > 0 ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî ïðè a = 0 óðàâíåíèå T (T (T (x))) = 0 èìååò íå òðè, à âñåãî îäèí
êîðåíü), îòêóäà (x− a)2 = a±

√
a.

Ïîñêîëüêó ó ýòèõ äâóõ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé äîëæíî áûòü òðè êîðíÿ, ó
îäíîãî èç óðàâíåíèé äîëæåí áûòü îäèí êîðåíü, à ó äðóãîãî äâà. Ó óðàâíåíèÿ
(x − a)2 = a +

√
a íå ìîæåò áûòü âñåãî îäèí êîðåíü, òàê êàê a +

√
a > 0,

ïîñêîëüêó a > 0. Çíà÷èò, îäèí êîðåíü èìååò óðàâíåíèå (x− a)2 = a−
√
a, òî

åñòü a −
√
a = 0, ÷òî äà¼ò äâà âàðèàíòà: a = 0 èëè a = 1. Ïîñêîëüêó a > 0,

îñòà¼òñÿ òîëüêî a = 1.
Òåïåðü, ðåøèâ óðàâíåíèÿ (x − a)2 = a ±

√
a ïðè a = 1, ëåãêî íàéä¼ì âñå

òðè êîðíÿ óðàâíåíèÿ T (T (T (x))) = 0: ýòî x1 = 1, x2,3 = 1±
√
2.

Îòâåò. x1 = 1, x2,3 = 1±
√
2.

Çàäà÷à 4.

Ïîñëå ïîëóäíÿ ïðîøëî öåëîå ÷èñëî ìèíóò, è â ýòîò ìîìåíò óãîë ìåæäó
÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêàìè ñîñòàâèë ðîâíî 2 ãðàäóñà. Êàêîå âðåìÿ ïîêà-
çûâàþò ÷àñû, åñëè ýòî ñîáûòèå ïðîèçîøëî âïåðâûå ïîñëå ïîëóäíÿ?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü ïðîøëî h öåëûõ ÷àñîâ è m ìèíóò. Çà îäèí ÷àñ (60 ìèíóò) ÷àñî-
âàÿ ñòðåëêà ñäâèãàåòñÿ íà 360/12 = 30 ãðàäóñîâ, åùå çà m öåëûõ ìèíóò
÷àñîâàÿ ñòðåëêà ïîäâèíåòñÿ íà (30/60)m = 0, 5m ãðàäóñîâ, à ìèíóòíàÿ � íà
(360/60)m = 6m ãðàäóñîâ. Òàêèì îáðàçîì,

30h+ 0, 5m− 6m = ±2. (1)

3



Îñòàåòñÿ ðåøèòü â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå (1) ñ óñëîâèåì

h íàèìåíüøåå , m ≤ 59. (2)

Óðàâíåíèå óìíîæèì íà 2, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò äðîáíûõ ÷èñåë:

60h− 11m = ±4.

ßñíî, ÷òî m êðàòíî 4, óñëîâèþ (2) óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî h = 3,m = 16.

Îòâåò. 15 ÷àñîâ 16 ìèíóò.
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Задача 5. 

В городе работают три банка. Известно, что вклад, размещенный в одном из них 

(неизвестно в каком), через год удвоится, в другом (тоже неизвестно, в каком) – утроится, 

а один из банков (неизвестно, какой из трех) разорится, и вкладчик потеряет свои деньги. 

У Ивана Ивановича есть 600000 рублей. Он хочет рискнуть и разместить свои деньги в 

банках на год. Как ему разложить деньги по банкам, чтобы при самом плохом ходе 

событий получить максимально возможный доход (некоторую сумму он может оставить и 

дома)? Какую сумму в этом случае он получит на руки через год? 

Решение. 

Пусть Иван Иванович положил в банки 𝑥, 𝑦, 𝑧 рублей соответственно, а t рублей оставил

себе ( может быть и 𝑡 = 0 ). Пусть для определенности   0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧. При самом

плохом ходе событий наибольший вклад пропадет через год, средний по величине - 

удвоится, а самый маленький - утроится. У Ивана Ивановича в этом случае останется на 

руках 3𝑥 + 2𝑦 + 𝑡 рублей. Запишем очевидное неравенство 4𝑥 + 𝑦 ≤ 5𝑧 + 2𝑡. Из

этого неравенства получим эквивалентное неравенство   3𝑥 + 2𝑦 + 𝑡 ≤
5

3
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 +

𝑡). Но 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 600000.  Таким образом, через год при любом ходе событий

Иван Иванович получит не более 
5

3
600000 = 1000000.  Чтобы получить

гарантированно не меньше такой суммы через год, ему надо положить в каждый банк по 

200000 рублей.  

Ответ. При разумном распределении денег между банками Иван Иванович через год 

получит не меньше 1000000 рублей. Для этого в каждый банк он должен положить по 

200000 рублей. 

Задача 6.   

Господин Сыр Жуй, большой поклонник Фэн-шуй, владеет парком, представляющим 

собой прямоугольный треугольник с острым углом 
11

24
   и гипотенузой длины 640 м и

желает устроить в нем лабиринт аллей. Для этого прокладываются аллеи, идущие вдоль 

медианы и высоты, опущенных из прямого угла. Эти аллеи вместе с отсекаемой частью 

гипотенузы образуют новый прямоугольный треугольник. В нем из прямого угла снова 

прокладываются аллея-высота и аллея-медиана и т.д.    

А. Найдите длину аллеи-гипотенузы 5-го треугольника.  

Б. Найдите площадь 5-го треугольника. 

Решение. 

Пусть в треугольнике АВС (см. рис.) угол В – 

прямой, угол С равен  . Так как ВМ – 

медиана, то ВМ = МС. Следовательно, угол 

СВM равен  . Угол АВН также равен   

(например, как угол со сторонами, взаимно 

перпендикулярными к сторонам угла С). 



Поэтому угол НВМ равен 2
2


  . Соответственно, угол ВМH равен 2 . Проведенные 

рассуждения верны в случае 
4


  . В случае 

4


  нужно провести те же самые 

рассуждения относительно меньшего угла (равного, 
2


 ). Однако результат будет тем 

же – острые углы треугольника ВНМ будут равны 2
2


   и 2 . Наконец, в случае 

4


   никакого треугольника вообще не получится, высота и медиана будут совпадать. 

В нашем случае один из углов равен 
11

24
   . Другой угол равен

3

1 1

24 2 3 4

  
     

 
. Поэтому, проводя указанные построения, мы получим 

последовательность прямоугольных треугольников с меньшими острыми углами 

0 33 2


 


, 

1 23 2


 


, 

3
3 2 6

 
  


. После этого меньший угол треугольника 

перестанет меняться и все дальнейшие треугольники будут подобными с меньшим углом 

6
k


  . 

А.  Так как медиана предыдущего треугольника становится гипотенузой 

последующего, то длина гипотенузы каждый раз сокращается вдвое. Поэтому длина 

гипотенузы 5-го треугольника будет равна 5 5

640
20

2
b   . 

Б.  Площадь искомого треугольника 

2
2

5 5 5

1 20
sin2 sin 50 3

4 4 3
S b


    . 

Ответ.    А.  20 м.   Б.   50 3   м
2
.



Çàäà÷à 7.

Âåñíîé 1945 ãîäà êîíòððàçâåä÷èêè ãåñòàïî ñ 4 ðàäèîñòàíöèé, ðàñïîëîæåí-
íûõ â âåðøèíàõ êâàäðàòà íà òåððèòîðèè Áåðëèíà, çàôèêñèðîâàëè â íåêî-
òîðûé ìîìåíò ðàáîòó ñîâåòñêîãî ðàäèîïåðåäàò÷èêà. Øòèðëèö ïðîÿâèë èíè-
öèàòèâó è äîëîæèë Ìþëëåðó, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê ïðîñëóøèâàíèÿ äî
ïåðåäàò÷èêà ñîñòàâèëè 1, 9, 4 è 5 êì. Äîëæåí ëè Ìþëëåð âåðèòü òàêîìó
ñîîáùåíèþ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � òî÷êà ðàñïîëîæåíèÿ ïåðåäàò÷èêà, A,B,C,D � âåðøèíû êâàä-
ðàòà, x � äëèíà ñòîðîíû êâàäðàòà, pàññòîÿíèÿ OA è OB ðàâíû 1 è 4 êì.

1. Òî÷êà O íå ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåíà â âåðøèíå êâàäðàòà (èíà÷å ñìåæíûå ñòîðîíû
èìåëè áû ðàçíûå äëèíû).

2. Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êà O íàõîäèòñÿ íà ñòîðîíå êâàäðàòà. Òîãäà oäèí èç êîíöîâ ýòîé
ñòîðîíû � âåðøèíà A.

2.1. Åñëè äðóãèì êîíöîì ýòîé ñòîðîíû ÿâëÿåòñÿ òî÷êà B, òî x = AB = AD = 1+4 = 5�
äëèíû ñòîðîí êâàäðàòà. AD � êàòåò òðåóãîëüíèêà OAD. Íî OD = 5 èëè OD = 9, â ýòîì
òðåóãîëüíèêå íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî OD < 1 + 5 äëÿ äëèí ñòîðîí, ýòî íåâîçìîæíî.

2.2. Ïóñòü âòîðîé îòðåçîê ñòîðîíû, ñîäåðæàùåé O, èìååò äëèíó 5. Òîãäà x = 1 +
5 = 6. Òðåóãîëüíèê ñ ïðÿìûì óãëîì A è êàòåòîì AO èìååò âòîðîé êàòåò äëèíû 6. Åãî
ãèïîòåíóçà èìååò äëèíó 4 (êîðî÷å êàòåòà) ëèáî 9 (áîëüøå ñóììû äëèí êàòåòîâ). Òàêèå
ñëó÷àè íåâîçìîæíû.

2.3. Ïóñòü âòîðîé îòðåçîê ñòîðîíû, ñîäåðæàùåé O, èìååò äëèíó 9. Òîãäà x = 1 + 9 =
10. Òðåóãîëüíèê ñ ïðÿìûì óãëîì A è êàòåòîì AO èìååò âòîðîé êàòåò äëèíû 10. Åãî
ãèïîòåíóçà èìååò äëèíó 4 èëè 5, ò. å. êîðî÷å êàòåòà. ÷òî íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà O íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ íà ãðàíèöå êâàäðàòà.
3. Ñëó÷àè, êîãäà òî÷êà íàõîäèòñÿ âíóòðè êâàäðàòà èëè âíå åãî, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íû

äðóã äðóãó. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê AOB è âòîðóþ âåðøèíó D, ñìåæíóþ ñ âåðøèíîé A.
3.1. Ïóñòü AB � ñòîðîíà êâàäðàòà. Òîãäà äëèíà îòðåçêà AB åñòü x è x < 1 + 4.
Åñëè OC = 9, OD = 5, òî â òðåóãîëüíèêå OBC äîëæíî áûòü 9 < x+4, ÷òî íåâîçìîæíî

ïðè x < 5.
Åñëè æå OC = 5, OD = 9, òî â òðåóãîëüíèêå OAD äîëæíî áûòü 9 < 1 + x, ÷òî

íåâîçìîæíî ïðè x < 5.
3.2. Ïóñòü AB � äèàãîíàëü êâàäðàòà. Òîãäà AC = AD = x.
Åñëè OC = 9, OD = 5, òî èç òðåóãîëüíèêà OAC ïîëó÷àåì 9 < x + 1, x > 8. Â

òðåóãîëüíèêå OAD äîëæíî áûòü x < 1 + 5, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè x > 8.
Åñëè æå OC = 5, OD = 9, òî èç òðåóãîëüíèêà AOC ïîëó÷èì x < 1+5, à â òðåóãîëüíèêå

OAD äîëæíî áûòü 9 < 1 + x, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè x < 6.
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðîòèâîðå÷èÿ.

Îòâåò: íåò, òðåóãîëüíèêîâ ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè íå ñóùåñòâóåò.
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8 êëàññ

Çàäà÷à 1.

Ñòàíöèÿ ñâÿçàíà ëèíèÿìè ñ íåñêîëüêèìè ïðåäïðèÿòèÿìè, ïðè ýòîì
(1) cðåäè ëþáûõ 3 ëèíèé åñòü âåäóùàÿ íà ïðåäïðèÿòèå ãîðîäà Ì;
(2) ñðåäè ëþáûõ 4 ëèíèé åñòü âåäóùàÿ íà ïðåäïðèÿòèå ïîñåëêà Ï.

Åñëè æå âûáðàòü íàóãàä ïÿòü ëèíèé, òî êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
ñðåäè íèõ ìîãóò èäòè è íå â ãîðîä Ì, è íå â ïîñåëîê Ï?

Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ÷èñëî âñåõ ëèíèé, m � ÷èñëî ëèíèé, âåäóùèõ â Ì,
p � ÷èñëî ëèíèé, âåäóùèõ â Ï, x � ÷èñëî ïðî÷èõ ëèíèé. Èìååì:

m,n, p, x ∈ Z+; m+ p+ x = n.

Ïóñòü n ≥ 5. Â ñèëó óñëîâèÿ (1) ïîëó÷èì p + x ≤ 2. Àíàëîãè÷íî èç (2)
ñëåäóåò m+ x ≤ 3. Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà x ≥ 0 ïîëó÷èì m ≤ 3.

Èç íåðàâåíñòâ
p+ x ≤ 2, m+ p+ x ≥ 5

ïîëó÷èì m ≥ 3. Òàêèì îáðàçîì, m = 3 è òîãäà x = 0.

Îòâåò. Ëèíèé, íå âåäóùèõ íè â Ì, íè â Ï, íåò.
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Задача 2. 

Треугольник вращается в своей плоскости. Через какую точку должна проходить ось 

вращения, чтобы заметалась наименьшая площадь?  

Решение.  

Ясно, что радиус заметаемого круга будет равен расстоянию от центра вращения до одной 

из вершин треугольника.  

Начнем с вырожденного случая, когда треугольник "есть отрезок". Здесь очевидно, что 

центр вращения должен находиться в середине отрезка.  

Теперь будем "оттягивать" третью вершину от отрезка в любую сторону (но так, чтобы 

исходный отрезок оставался длиннейшей стороной треугольника). До тех пор, пока 

треугольник будет тупоугольным, расстояние до третьей вершины будет меньше 

половины длины исходного отрезка. В случае прямоугольного треугольника эти 

расстояния сравняются.  

А далее нужно уводить центр вращения внутрь треугольника так, чтобы он был центром 

описанной окружности. 

Ответ.  

Если треугольник остроугольный – вращать вокруг центра описанной окружности. 

Если треугольник тупоугольный – вращать вокруг середины наиболее длинной стороны. 

(Прямоугольный треугольник соединяет в себе оба случая.) 

Задача 3.  

Семья состоит из трех человек: отца, матери и сына. В настоящее время сумма их 

возрастов составляет 65 лет. 9 лет назад эта сумма составляла 40 лет. 4 года назад отец 

был старше сына в 9 раз. Сколько лет отцу? 

Решение.  

Пусть , ,x y z  - количество лет матери, отцу и сыну, соответственно. Тогда 

65,

9 9 9 40,

x y z

x y z

  


     
но 65 27 40  . Поэтому сыну меньше 9 лет. И второе 

уравнение в системе надо записать так: 58x y  . Отсюда и из первого уравнения 

системы получаем, что 7z  . Далее, найдем возраст отца: 4 9( 4)y z   . Получаем 

31y  . 

Ответ. 31 год отцу. 



Çàäà÷à 4.

Ïîñëå ïîëóäíÿ ïðîøëî öåëîå ÷èñëî ìèíóò, è â ýòîò ìîìåíò óãîë ìåæäó
÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêàìè ñîñòàâèë ðîâíî 45 ãðàäóñîâ. Êàêîå âðåìÿ ïî-
êàçûâàþò ÷àñû, åñëè ýòî ñîáûòèå ïðîèçîøëî âïåðâûå ïîñëå ïîëóäíÿ?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü ïðîøëî h öåëûõ ÷àñîâ è m ìèíóò. Çà îäèí ÷àñ (60 ìèíóò) ÷àñî-
âàÿ ñòðåëêà ñäâèãàåòñÿ íà 360/12 = 30 ãðàäóñîâ, åùå çà m öåëûõ ìèíóò
÷àñîâàÿ ñòðåëêà ïîäâèíåòñÿ íà (30/60)m = 0, 5m ãðàäóñîâ, à ìèíóòíàÿ � íà
(360/60)m = 6m ãðàäóñîâ. Òàêèì îáðàçîì,

30h+ 0, 5m− 6m = ±45. (1)

Îñòàåòñÿ ðåøèòü â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå (1) ñ óñëîâèåì

h íàèìåíüøåå , m ≤ 59. (2)

Óðàâíåíèå óìíîæèì íà 2, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò äðîáíûõ ÷èñåë:

60h− 11m = ±90.

ßñíî, ÷òî m êðàòíî 30, óñëîâèþ (2) óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî h = 4,m = 30.

Îòâåò. 16 ÷àñîâ 30 ìèíóò.

Çàäà÷à 5.

Ïî÷òàëüîí Ïå÷êèí ðàáîòàåò íà ïî÷òå ñ 8-00 äî 16-00. Â íà÷àëå ðàáî÷åãî
äíÿ îí îòïðàâëÿåò îäíîâðåìåííî òåëåæêè äëÿ ïèñåì, áàíäåðîëåé è ïîñûëîê.
Òåëåæêà äëÿ ïèñåì óåçæàåò íà 10 ìèíóò, òåëåæêà äëÿ áàíäåðîëåé � íà 15 ìè-
íóò è òåëåæêà äëÿ ïîñûëîê � íà 25 ìèíóò. Çàòåì òåëåæêè âîçâðàùàþòñÿ, è çà
5 ìèíóò Ïå÷êèí äîëæåí ïîãðóçèòü íà íèõ ñîîòâåòñòâåííî êîðîáêó ñ ïèñüìà-
ìè, áàíäåðîëÿìè èëè ïîñûëêàìè. Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî òåëåæêè âñòðå÷àþòñÿ
ó ïóíêòà ïîãðóçêè, òî Ïå÷êèí ãðóçèò òó òåëåæêó, êîòîðàÿ ïðèõîäèò ðåæå, à
äðóãàÿ óåçæàåò ïóñòîé. Ñêîëüêî êàêèõ òåëåæåê ñ ãðóçîì ñìîæåò îòïðàâèòü
Ïå÷êèí çà ðàáî÷èé äåíü?

Ðåøåíèå.

Òåëåæêà äëÿ ïèñåì îáîðà÷èâàåòñÿ çà 15 ìèíóò, äëÿ áàíäåðîëåé � çà 20 ìè-
íóò, äëÿ ïîñûëîê � çà 30 ìèíóò. ÍÎÊ (15, 20)=60, ÍÎÊ(20, 30)=60, ÍÎÊ(15,
30)=30, ÍÎÊ(15, 20, 30)=60. Çà ðàáî÷èé äåíü (480 ìèí) òåëåæêà äëÿ ïèñåì
îòïðàâèòñÿ 33 ðàçà, äëÿ áàíäåðîëåé � 25 ðàç, ñ ïîñûëêàìè � 17 ðàç. Êàæäûå
60 ìèíóò òðè òåëåæêè âñòðå÷àþòñÿ, è ãðóçèòñÿ òîëüêî òåëåæêà ñ ïîñûëêàìè.
Êàæäûå 30 ìèíóò âñòðå÷àþòñÿ òåëåæêè äëÿ ïèñåì è ïîñûëîê, è Ïå÷êèí ãðó-
çèò òåëåæêó ñ ïîñûëêàìè, ïîýòîìó òåëåæêà ñ ïèñüìàìè 16 ðàç óõîäèò ïóñòîé.
Òåëåæêà ñ áàíäåðîëÿìè óõîäèò ïóñòîé 8 ðàç.
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Îòâåò. Òåëåæêà ñ ïèñüìàìè îòïðàâèòñÿ 17 ðàç, ñ áàíäåðîëÿìè � 17 ðàç, ñ
ïîñûëêàìè � 17 ðàç.

Çàäà÷à 6.

×èñëà 22015 è 52015 â èõ äåñÿòè÷íîé çàïèñè íàïèñàíû îäíî çà äðóãèì áåç
ïðîáåëà. Ñêîëüêî âñåãî äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ âûïèñàíî?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü ÷èñëî a = 22015 ñîñòîèò èçm äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ, à ÷èñëî b = 52015 �
èç n äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 10m−1 < a < 10m è 10n−1 < a < 10n

(ïåðâûå íåðàâåíñòâà â êàæäîé ïàðå ñòðîãèå, ïîñêîëüêó íè a, íè b íå ÿâëÿþòñÿ
öåëûìè ñòåïåíÿìè ÷èñëà 10). Ïåðåìíîæèì íåðàâåíñòâà è ïîëó÷èì:

10m+n−2 < ab = 102015 < 10m+n.

Îòñþäà m+ n− 2 < 2015 < m+ n, ÷òî äà¼ò m+ n = 2016. Èòàê, âûïèñàíî
2016 äåñÿòè÷íûõ öèôð.

Îòâåò. 2016 çíàêîâ.

Çàäà÷à 7.

Âåñíîé 1945 ãîäà êîíòððàçâåä÷èêè ãåñòàïî ñ 4 ðàäèîñòàíöèé, ðàñïîëîæåí-
íûõ â âåðøèíàõ êâàäðàòà íà òåððèòîðèè Áåðëèíà, çàôèêñèðîâàëè â íåêî-
òîðûé ìîìåíò ðàáîòó ñîâåòñêîãî ðàäèîïåðåäàò÷èêà. Øòèðëèö ïðîÿâèë èíè-
öèàòèâó è äîëîæèë Ìþëëåðó, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê ïðîñëóøèâàíèÿ äî
ïåðåäàò÷èêà ñîñòàâèëè 1, 9, 4 è 5 êì ïåðåäàò÷èê íå íàõîäèëñÿ âíóòðè êâàä-
ðàòà. Äîëæåí ëè Ìþëëåð âåðèòü òàêîìó ñîîáùåíèþ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � òî÷êà ðàñïîëîæåíèÿ ïåðåäàò÷èêà, A,B,C,D � âåð-
øèíû êâàäðàòà, x � äëèíà ñòîðîíû êâàäðàòà, pàññòîÿíèÿ OA è OB ðàâíû 1
è 4 êì.

1. Òî÷êà O íå ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåíà â âåðøèíå êâàäðàòà (èíà÷å ñìåæ-
íûå ñòîðîíû èìåëè áû ðàçíûå äëèíû).

2. Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êà O íàõîäèòñÿ íà ñòîðîíå êâàäðàòà. Òîãäà oäèí èç
êîíöîâ ýòîé ñòîðîíû � âåðøèíà A.

2.1. Åñëè äðóãèì êîíöîì ýòîé ñòîðîíû ÿâëÿåòñÿ òî÷êà B, òî x = AB =
AD = 1+4 = 5 � äëèíû ñòîðîí êâàäðàòà. AD � êàòåò òðåóãîëüíèêà OAD.
Íî OD = 5 èëè OD = 9, â ýòîì òðåóãîëüíèêå íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
OD < 1 + 5 äëÿ äëèí ñòîðîí, ýòî íåâîçìîæíî.

2.2. Ïóñòü âòîðîé îòðåçîê ñòîðîíû, ñîäåðæàùåé O, èìååò äëèíó 5. Òîãäà
x = 1 + 5 = 6. Òðåóãîëüíèê ñ ïðÿìûì óãëîì A è êàòåòîì AO èìååò âòîðîé
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êàòåò äëèíû 6. Åãî ãèïîòåíóçà èìååò äëèíó 4 (êîðî÷å êàòåòà) ëèáî 9 (áîëüøå
ñóììû äëèí êàòåòîâ). Òàêèå ñëó÷àè íåâîçìîæíû.

2.3. Ïóñòü âòîðîé îòðåçîê ñòîðîíû, ñîäåðæàùåé O, èìååò äëèíó 9. Òîãäà
x = 1 + 9 = 10. Òðåóãîëüíèê ñ ïðÿìûì óãëîì A è êàòåòîì AO èìååò âòîðîé
êàòåò äëèíû 10. Åãî ãèïîòåíóçà èìååò äëèíó 4 èëè 5, ò. å. êîðî÷å êàòåòà. ÷òî
íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà O íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ íà ãðàíèöå êâàäðàòà. Ïðî-
âåðèì, ìîæåò ëè îíà ðàñïîëàãàòüñÿ âíå åãî.

3. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê AOB è âòîðóþ âåðøèíó D, ñìåæíóþ ñ âåð-
øèíîé A.

3.1. Ïóñòü AB � ñòîðîíà êâàäðàòà. Òîãäà äëèíà îòðåçêà AB åñòü x è
x < 1 + 4.

Åñëè OC = 9, OD = 5, òî â òðåóãîëüíèêå OBC äîëæíî áûòü 9 < x + 4,
÷òî íåâîçìîæíî ïðè x < 5.

Åñëè æå OC = 5, OD = 9, òî â òðåóãîëüíèêå OAD äîëæíî áûòü 9 < 1+x,
÷òî íåâîçìîæíî ïðè x < 5.

3.2. Ïóñòü AB � äèàãîíàëü êâàäðàòà. Òîãäà AC = AD = x.
Åñëè OC = 9, OD = 5, òî èç òðåóãîëüíèêà OAC ïîëó÷àåì 9 < x + 1,

x > 8. Â òðåóãîëüíèêå OAD äîëæíî áûòü x < 1 + 5, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè
x > 8.

Åñëè æå OC = 5, OD = 9, òî èç òðåóãîëüíèêà AOC ïîëó÷èì x < 1 + 5, à
â òðåóãîëüíèêå OAD äîëæíî áûòü 9 < 1 + x, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè x < 6.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðîòèâîðå÷èÿ.

Îòâåò: íåò, òðåóãîëüíèêîâ ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè íå ñóùåñòâóåò.
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7 êëàññ

Çàäà÷à 1.

Ñòàíöèÿ ñâÿçàíà ëèíèÿìè ñ íåñêîëüêèìè ïðåäïðèÿòèÿìè, ïðè ýòîì
(1) cðåäè ëþáûõ 3 ëèíèé åñòü âåäóùàÿ íà ïðåäïðèÿòèå ãîðîäà Ì;
(2) ñðåäè ëþáûõ 4 ëèíèé åñòü âåäóùàÿ íà ïðåäïðèÿòèå ïîñåëêà Ï.

Åñëè æå âûáðàòü íàóãàä ïÿòü ëèíèé, òî êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
ñðåäè íèõ ìîãóò èäòè è íå â ãîðîä Ì, è íå â ïîñåëîê Ï?

Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ÷èñëî âñåõ ëèíèé, m � ÷èñëî ëèíèé, âåäóùèõ â Ì,
p � ÷èñëî ëèíèé, âåäóùèõ â Ï, x � ÷èñëî ïðî÷èõ ëèíèé. Èìååì:

m,n, p, x ∈ Z+; m+ p+ x = n.

Ïóñòü n ≥ 5. Â ñèëó óñëîâèÿ (1) ïîëó÷èì p + x ≤ 2. Àíàëîãè÷íî èç (2)
ñëåäóåò m+ x ≤ 3. Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà x ≥ 0 ïîëó÷èì m ≤ 3.

Èç íåðàâåíñòâ
p+ x ≤ 2, m+ p+ x ≥ 5

ïîëó÷èì m ≥ 3. Òàêèì îáðàçîì, m = 3 è òîãäà x = 0.

Îòâåò. Ëèíèé, íå âåäóùèõ íè â Ì, íè â Ï, íåò.
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Задача 2.   

Треугольник с заданным периметром p вращается в своей плоскости вокруг вершины с 

углом 30  . При каком соотношении длин его сторон заметаемая при вращении 

площадь будет минимальна?  

Решение. 

При заданном периметре и угле нужно минимизировать длины сторон, исходящих из 

этого угла (поскольку более длинная из этих сторон и будет радиусом заметаемой 

окружности). Поэтому очевиден 

Ответ. Угол – центр вращения должен быть вершиной равнобедренного треугольника. 

Задача 3.   

Семья состоит из трех человек: отца, матери и сына. В настоящее время сумма их 

возрастов составляет 65 лет. 9 лет назад эта сумма составляла 40 лет. 4 года назад отец 

был старше сына в 9 раз. Сколько лет отцу? 

Решение.  

Пусть , ,x y z  - количество лет матери, отцу и сыну, соответственно. Тогда 

65,

9 9 9 40,

x y z

x y z

  


     
но 65 27 40  . Поэтому сыну меньше 9 лет. И второе 

уравнение в системе надо записать так: 58x y  . Отсюда и из первого уравнения 

системы получаем, что 7z  . Далее, найдем возраст отца: 4 9( 4)y z   . Получаем 

31y  . 

Ответ. 31 год отцу. 



Çàäà÷à 4.

Ïîñëå ïîëóäíÿ ïðîøëî öåëîå ÷èñëî ìèíóò, è â ýòîò ìîìåíò óãîë ìåæäó
÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêàìè ñîñòàâèë ðîâíî 120 ãðàäóñîâ. Êàêîå âðåìÿ
ïîêàçûâàþò ÷àñû, åñëè ýòî ñîáûòèå ïðîèçîøëî âïåðâûå ïîñëå ïîëóäíÿ?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü ïðîøëî h öåëûõ ÷àñîâ è m ìèíóò. Çà îäèí ÷àñ (60 ìèíóò) ÷àñî-

âàÿ ñòðåëêà ñäâèãàåòñÿ íà 360/12 = 30 ãðàäóñîâ, åùå çà m öåëûõ ìèíóò
÷àñîâàÿ ñòðåëêà ïîäâèíåòñÿ íà (3/60)m = 0, 5m ãðàäóñîâ, à ìèíóòíàÿ � íà
(360/60)m = 6m ãðàäóñîâ. Òàêèì îáðàçîì,

30h+ 0, 5m− 6m = ±120. (1)

Îñòàåòñÿ ðåøèòü â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå (1) ñ óñëîâèåì

h íàèìåíüøåå , m ≤ 59. (2)

Óðàâíåíèå óìíîæèì íà 2, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò äðîáíûõ ÷èñåë:

60h− 11m = ±240.

ßñíî, ÷òî m êðàòíî 60, óñëîâèþ (2) óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî h = 4,m = 0.

Îòâåò. 16 ÷àñîâ ðîâíî.

Çàäà÷à 5.

Ïî÷òàëüîí Ïå÷êèí ðàáîòàåò íà ïî÷òå ñ 8-00 äî 16-00. Â íà÷àëå ðàáî÷åãî
äíÿ îí îòïðàâëÿåò îäíîâðåìåííî òåëåæêè äëÿ ïèñåì, áàíäåðîëåé è ïîñûëîê.
Òåëåæêà äëÿ ïèñåì óåçæàåò íà 10 ìèíóò, òåëåæêà äëÿ áàíäåðîëåé � íà 15 ìè-
íóò è òåëåæêà äëÿ ïîñûëîê � íà 25 ìèíóò. Çàòåì òåëåæêè âîçâðàùàþòñÿ, è çà
5 ìèíóò Ïå÷êèí äîëæåí ïîãðóçèòü íà íèõ ñîîòâåòñòâåííî êîðîáêó ñ ïèñüìà-
ìè, áàíäåðîëÿìè èëè ïîñûëêàìè. Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî òåëåæêè âñòðå÷àþòñÿ
ó ïóíêòà ïîãðóçêè, òî Ïå÷êèí ãðóçèò òó òåëåæêó, êîòîðàÿ ïðèõîäèò ðåæå, à
äðóãàÿ óåçæàåò ïóñòîé. Ñêîëüêî êàêèõ òåëåæåê ñ ãðóçîì ñìîæåò îòïðàâèòü
Ïå÷êèí çà ðàáî÷èé äåíü?

Ðåøåíèå.

Òåëåæêà äëÿ ïèñåì îáîðà÷èâàåòñÿ çà 15 ìèíóò, äëÿ áàíäåðîëåé � çà 20 ìè-
íóò, äëÿ ïîñûëîê � çà 30 ìèíóò. ÍÎÊ (15, 20)=60, ÍÎÊ(20, 30)=60, ÍÎÊ(15,
30)=30, ÍÎÊ(15, 20, 30)=60. Çà ðàáî÷èé äåíü (480 ìèí) òåëåæêà äëÿ ïèñåì
îòïðàâèòñÿ 33 ðàçà, äëÿ áàíäåðîëåé � 25 ðàç, ñ ïîñûëêàìè � 17 ðàç. Êàæäûå
60 ìèíóò òðè òåëåæêè âñòðå÷àþòñÿ, è ãðóçèòñÿ òîëüêî òåëåæêà ñ ïîñûëêàìè.
Êàæäûå 30 ìèíóò âñòðå÷àþòñÿ òåëåæêè äëÿ ïèñåì è ïîñûëîê, è Ïå÷êèí ãðó-
çèò òåëåæêó ñ ïîñûëêàìè, ïîýòîìó òåëåæêà ñ ïèñüìàìè 16 ðàç óõîäèò ïóñòîé.
Òåëåæêà ñ áàíäåðîëÿìè óõîäèò ïóñòîé 8 ðàç.
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Îòâåò. Òåëåæêà ñ ïèñüìàìè îòïðàâèòñÿ 17 ðàç, ñ áàíäåðîëÿìè � 17 ðàç, ñ
ïîñûëêàìè � 17 ðàç.

Çàäà÷à 6.

×èñëà 22015 è 52015 â èõ äåñÿòè÷íîé çàïèñè íàïèñàíû îäíî çà äðóãèì áåç
ïðîáåëà. Ñêîëüêî âñåãî äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ âûïèñàíî?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü ÷èñëî a = 22015 ñîñòîèò èçm äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ, à ÷èñëî b = 52015 �
èç n äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 10m−1 < a < 10m è 10n−1 < a < 10n

(ïåðâûå íåðàâåíñòâà â êàæäîé ïàðå ñòðîãèå, ïîñêîëüêó íè a, íè b íå ÿâëÿþòñÿ
öåëûìè ñòåïåíÿìè ÷èñëà 10). Ïåðåìíîæèì íåðàâåíñòâà è ïîëó÷èì:

10m+n−2 < ab = 102015 < 10m+n.

Îòñþäà m+ n− 2 < 2015 < m+ n, ÷òî äà¼ò m+ n = 2016. Èòàê, âûïèñàíî
2016 äåñÿòè÷íûõ öèôð.

Îòâåò. 2016 çíàêîâ.

Çàäà÷à 7.

Âåñíîé 1945 ãîäà êîíòððàçâåä÷èêè ãåñòàïî ñ 4 ðàäèîñòàíöèé, ðàñïîëîæåí-
íûõ â âåðøèíàõ êâàäðàòà íà òåððèòîðèè Áåðëèíà, çàôèêñèðîâàëè â íåêî-
òîðûé ìîìåíò ðàáîòó ñîâåòñêîãî ðàäèîïåðåäàò÷èêà. Øòèðëèö ïðîÿâèë èíè-
öèàòèâó è äîëîæèë Ìþëëåðó, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê ïðîñëóøèâàíèÿ äî
ïåðåäàò÷èêà ñîñòàâèëè 1, 9, 4 è 5 êì è ïåðåäàò÷èê íàõîäèëñÿ âíóòðè êâàäðà-
òà. Äîëæåí ëè Ìþëëåð âåðèòü òàêîìó ñîîáùåíèþ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � òî÷êà ðàñïîëîæåíèÿ ïåðåäàò÷èêà, A,B,C,D � âåð-
øèíû êâàäðàòà, x � äëèíà ñòîðîíû êâàäðàòà, pàññòîÿíèÿ OA è OB ðàâíû 1
è 4 êì.

1. Òî÷êà O íå ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåíà â âåðøèíå êâàäðàòà (èíà÷å ñìåæ-
íûå ñòîðîíû èìåëè áû ðàçíûå äëèíû).

2. Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êà O íàõîäèòñÿ íà ñòîðîíå êâàäðàòà. Òîãäà oäèí èç
êîíöîâ ýòîé ñòîðîíû � âåðøèíà A.

2.1. Åñëè äðóãèì êîíöîì ýòîé ñòîðîíû ÿâëÿåòñÿ òî÷êà B, òî x = AB =
AD = 1+4 = 5 � äëèíû ñòîðîí êâàäðàòà. AD � êàòåò òðåóãîëüíèêà OAD.
Íî OD = 5 èëè OD = 9, â ýòîì òðåóãîëüíèêå íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
OD < 1 + 5 äëÿ äëèí ñòîðîí, ýòî íåâîçìîæíî.

2.2. Ïóñòü âòîðîé îòðåçîê ñòîðîíû, ñîäåðæàùåé O, èìååò äëèíó 5. Òîãäà
x = 1 + 5 = 6. Òðåóãîëüíèê ñ ïðÿìûì óãëîì A è êàòåòîì AO èìååò âòîðîé
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êàòåò äëèíû 6. Åãî ãèïîòåíóçà èìååò äëèíó 4 (êîðî÷å êàòåòà) ëèáî 9 (áîëüøå
ñóììû äëèí êàòåòîâ). Òàêèå ñëó÷àè íåâîçìîæíû.

2.3. Ïóñòü âòîðîé îòðåçîê ñòîðîíû, ñîäåðæàùåé O, èìååò äëèíó 9. Òîãäà
x = 1 + 9 = 10. Òðåóãîëüíèê ñ ïðÿìûì óãëîì A è êàòåòîì AO èìååò âòîðîé
êàòåò äëèíû 10. Åãî ãèïîòåíóçà èìååò äëèíó 4 èëè 5, ò. å. êîðî÷å êàòåòà. ÷òî
íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà O íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ íà ãðàíèöå êâàäðàòà. Ïðî-
âåðèì, ìîæåò ëè îíà ðàñïîëàãàòüñÿ âíóòðè íåãî.

3. Ñëó÷àè, êîãäà òî÷êà íàõîäèòñÿ âíóòðè êâàäðàòà èëè âíå åãî, ñîâåðøåííî
àíàëîãè÷íû (íåò ðàçíèöû â ôîðìóëèðîâêå äëÿ 7 è 8 êëàññà). Ðàññìîòðèì
òðåóãîëüíèê AOB è âòîðóþ âåðøèíó D, ñìåæíóþ ñ âåðøèíîé A.

3.1. Ïóñòü AB � ñòîðîíà êâàäðàòà. Òîãäà äëèíà îòðåçêà AB åñòü x è
x < 1 + 4.

Åñëè OC = 9, OD = 5, òî â òðåóãîëüíèêå OBC äîëæíî áûòü 9 < x + 4,
÷òî íåâîçìîæíî ïðè x < 5.

Åñëè æå OC = 5, OD = 9, òî â òðåóãîëüíèêå OAD äîëæíî áûòü 9 < 1+x,
÷òî íåâîçìîæíî ïðè x < 5.

3.2. Ïóñòü AB � äèàãîíàëü êâàäðàòà. Òîãäà AC = AD = x.
Åñëè OC = 9, OD = 5, òî èç òðåóãîëüíèêà OAC ïîëó÷àåì 9 < x + 1,

x > 8. Â òðåóãîëüíèêå OAD äîëæíî áûòü x < 1 + 5, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè
x > 8.

Åñëè æå OC = 5, OD = 9, òî èç òðåóãîëüíèêà AOC ïîëó÷èì x < 1 + 5, à
â òðåóãîëüíèêå OAD äîëæíî áûòü 9 < 1 + x, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè x < 6.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðîòèâîðå÷èÿ.

Îòâåò: íåò, òðåóãîëüíèêîâ ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè íå ñóùåñòâóåò.
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