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Îëèìïèàäíûå çàäà÷è äîâîëüíî ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò òèïîâûõ çàäà÷,
äàâàåìûõ íà ýêçàìåíàõ è êîíòðîëüíûõ ðàáîòàõ. Öåëü îëèìïèàäû � íå ïðî-
âåðêà çíàíèé ó÷àùèõñÿ, à âûÿâëåíèå òâîð÷åñêèõ, íåñòàíäàðòíî ìûñëÿùèõ
ëè÷íîñòåé. Ðåøåíèå îëèìïèàäíûõ çàäà÷ ñîñòîèò íå â áåçîøèáî÷íîì âû-
ïîëíåíèè âû÷èñëåíèé è ïðåîáðàçîâàíèé, à â îòûñêàíèè îðèãèíàëüíîé èäåè
è óìåíèè ïðåòâîðèòü åå â æèçíü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà. Âñå îëèì-
ïèàäíûå çàäà÷è íå òðåáóþò çíàíèé, ïðåâûøàþùèõ øêîëüíóþ ïðîãðàììó
ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà, è îðãàíèçàòîðû âíèìàòåëüíî ñëåäÿò çà ýòèì.
Íî åñëè êàêîé-òî ó÷àñòíèê çíàåò ñâåðõ ïðîãðàììû è óìååò ýôôåêòèâíî è
âåðíî ïðèìåíèòü ýòè çíàíèÿ, æþðè íå èìååò âîçðàæåíèé.

Îëèìïèàäà è ýêçàìåí íå ïîäìåíÿþò äðóã äðóãà, ó ýòèõ ìåðîïðèÿòèé
ðàçíûå öåëè è ðàçíûå êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì íàó÷èòüñÿ ðåøåíèþ îëèìïèàäíûõ, íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷
î÷åíü íåïðîñòî. Íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûõ ðåöåïòîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ
óñïåõà â ýòîì äåëå, êàæäûé ó÷àñòíèê âûðàáàòûâàåò ñâîè íàâûêè ñàìîñòî-
ÿòåëüíî è ñóãóáî èíäèâèäóàëüíî, íà îñíîâå, ïðåæäå âñåãî, ëè÷íîãî îïûòà.
Òåì íå ìåíåå, ìîæíî äàòü íåêîòîðûå ïîëåçíûå ðåêîìåíäàöèè è ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàòü èõ ýôôåêòèâíîñòü íà ïðèìåðàõ.

Èìåÿ äåëî ñ íåîáû÷íîé çàäà÷åé, äëÿ êîòîðîé ÷àñòî äàæå íåÿñíî, ê êàêèì
ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè îíà îòíîñèòñÿ (÷àñòî ýòîò ðàçäåë íåëüçÿ óêàçàòü
îäíîçíà÷íî, âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ìíîãèõ ñïîñîáîâ, èíîãäà � äàæå èõ êîì-
áèíàöèÿ, ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå íåñêîëüêèõ ìåòîäîâ èç ðàçëè÷íûõ îá-
ëàñòåé), ïîëåçíî èìåòü â âèäó ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ.

1. Ïðèíöèï ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Îãðàíè÷åíèå îáùíîñòè ïîñòàíîâêè çà-
äà÷è ïðèâîäèò ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ, îáëåã÷àþùåìó åå. Ðåøåíèå çàäà÷è â
÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò ïîìî÷ü íàìåòèòü ïóòü ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è,
ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå çàòåì ïðîâåðÿþòñÿ. Åñëè ïðåäïîëîæå-
íèå äîêàçûâàåòñÿ, òî îíî îïðåäåëÿåò ðåøåíèå îáùåé çàäà÷è. Åñëè ïðåäïî-
ëîæåíèå íå ïîäòâåðæäàåòñÿ (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü õîòÿ áû
îäèí îïðîâåðãàþùèé ïðèìåð), òî íåîáõîäèìû èíûå èëè ïðîòèâîïîëîæíîå
ïðåäïîëîæåíèÿ.

2. Ïðèíöèï "óäîáíûõ" çíà÷åíèé. Ïîëåçíî ñîçäàâàòü ÷àñòíûå ñëó÷àè,
êîòîðûå ëåãêî àíàëèçèðóþòñÿ, ïóòåì ïîäñòàíîâêè â êà÷åñòâå çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ ïðîñòûõ ÷èñëîâûõ äàííûõ (íàïðèìåð, ÷èñåë 0 èëè 1, çíà÷åíèé
óãëîâ, äëÿ êîòîðûõ ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, è
ò. ï.).

Ïðèìåð 1 (9�11 êë.). Â ïðÿìîóãîëüíèêå OABC ñòîðîíû OA è BC èìå-
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þò äëèíó 6, ñòîðîíû AB è CO � äëèíó 8. Â òî÷êå O íàõîäèòñÿ ýëåêòðî-
ñòàíöèÿ, â òî÷êàõ A, B, C � ïîòðåáèòåëè ýíåðãèè. Âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà
âûáèðàþòñÿ òî÷êè P èQ òàê, ÷òî óãëûAOP ,OAP ,BCQ,QBC èìåþò îäèíà-
êîâóþ âåëè÷èíó β. Òî÷êè P è Q ñîåäèíÿþò ìåæäó ñîáîé è ñ âåðøèíàìè O, A,
B, C ïðÿìîëèíåéíûìè îòðåçêàìè ýëåêòðîêàáåëÿ. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè β ñóì-
ìàðíàÿ äëèíà îòðåçêîâ êàáåëÿ � ôóíêöèÿ F pβq � OP �AP �PQ�BQ�CQ
� ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå?

Ðåøåíèå.
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Ïðåæäå âñåãî âûðàçèì äëèíû OA, AP , PQ, BQ, CQ ÷åðåç ïåðåìåííóþ
β. Èç ðàâåíñòâà óãëîâ â óñëîâèè çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè AOP è
BCQ ðàâíîáåäðåííûå ñ óãëîì β ïðè îñíîâàíèè, ïðÿìàÿ PQ åñòü ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêàì OA è BC, ïðÿìûå AB, OC è PQ ïàðàëëåëüíû.
Òîãäà óãîë β îñòðûé,

OP � AP � BQ � CQ � 3{ cos β, PQ � 8� 2 � 3 tg β,
F pβq � 12{ cos β � 8� 6 tg β � 8� 6 � 2� sin β

cos β
.

Íåîáõîäèìî íàéòè òî÷êó ìèíèìóìà òàêîé ôóíêöèè. Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü
ê ýòîìó, ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ F pβq è áîëåå ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ

Gpβq � 2� sin β

cos β

ïðèíèìàþò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ â îäíèõ è òåõ æå òî÷êàõ β, òàê êàê êàæ-
äàÿ èç ôóíêöèé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãóþ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèì ëèíåé-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì (F � 8 � 6G, G � p1{6qpF � 8q). Íàéäåì òî÷êó ìèíè-
ìóìà ôóíêöèè Gpβq. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, âû÷èñëÿÿ è
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àíàëèçèðóÿ ïðîèçâîäíóþ G1pβq, îäíàêî òàêîé ïóòü äîëîã, òðåáóåò òùàòåëü-
íûõ âû÷èñëåíèé, ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, íà íåì íåìàëî âîçìîæíîñòåé ñîâåðøèòü îøèáêè è
ïîëó÷èòü íåâåðíûé ðåçóëüòàò (èëè âîîáùå íå ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò), ê òîìó
æå ìåòîä âðÿä ëè äîñòóïåí 9-êëàññíèêàì. ×òîáû èçáåæàòü òàêèõ òðóäíîñòåé,
ïðèìåíèì ïðèíöèïû ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ è "óäîáíûõ" çíà÷åíèé.

Çàìåòèì, ÷òî Gp0�q � 2, Gp30�q � ?
3   2, Gp45�q � 2

?
2 � 1 ¡ ?

3,
Gp60�q � 4 �?

3 ¡ ?
3. Ýòè íàáëþäåíèÿ äàþò îñíîâàíèå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

Gpβq ¥ ?
3 ïðè 0� ¤ β   90�. Äîêàæåì òàêóþ ãèïîòåçó, ïîëàãàÿ x � sin β.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0   x   1, cos β � ?
1� x2, íåðàâåíñòâî ñâåäåì ê ñëåäóþ-

ùåìó:
a
3p1� x2q ¤ 2 � x. Âîçâîäÿ ïîñëåäíåå â êâàäðàò, ïîñëå î÷åâèäíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì 4x2 � 4x � 1 ¥ 0, ò. å. ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè
x � 1{2 è β � 30�.

Èòàê, áåç ïðèìåíåíèÿ ïðîèçâîäíîé íàéäåíà òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèéGpβq
è F pβq.

Äëÿ ó÷àùèõñÿ, îâëàäåâøèõ ïðèìåíåíèåì ïðîèçâîäíîé, ïðèâåäåì äðóãîé
ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà. Âû÷èñëÿåì

G1pβq � p2� sin βq1 cos β � p2� sin βqpcos βq1
cos2 β

�

� � cos2 β � p2� sin βq sin β
cos2 β

� 2 sin β � 1

cos2 β
.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà G1pβq � 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îñòðîãî óãëà
β � 30�. Åñëè 0�   β   30�, òî 0   sin β   1{2 è G1pβq   0, à ïðè
30�   β   90� ïîëó÷àåì G1pβq ¡ 0, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ìèíèìóìà ôóíêöèè Gpβq íà r0�; 90�s â òî÷êå β � 30�.

Îòâåò: óãîë ðàâåí 30�.

Ïðèìåð 2 (9�11 êë.). Íà ìåñòíîñòè ðàñïîëîæåí ïðÿìîóãîëüíèê OPQR.
Ñòîðîíû OP è QR èìåþò äëèíó a, ñòîðîíû PQ è OR � äëèíó b. Âíóòðè
ïðÿìîóãîëüíèêà íà ðàññòîÿíèè d (d   b) îò ïðÿìîé OP íàõîäèòñÿ îâðàã,
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïîëîñó ïîñòîÿííîé øèðèíû c (c   b), ïàðàëëåëüíóþ
OP . Âåðøèíû O è Q òðåáóåòñÿ ñîåäèíèòü äîðîãîé, ÷àñòüþ äîðîãè äîëæåí
ñòàòü ìîñò SF , ïåðïåíäèêóëÿðíûé ëèíèè îâðàãà, ïðè÷åì òî÷êà S íàõîäèòñÿ
áëèæå ê ñòîðîíå OP , òî÷êà F � áëèæå ê QR. Êàê íàäî âûáðàòü òî÷êè S, F ,
÷òîáû ñóììà äëèí ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ OS, SF , FQ áûëà ìèíèìàëüíîé?

Ðåøåíèå. Çäåñü, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷êó ìè-
íèìóìà íåêîòîðîé ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êîé
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S è ïðÿìîé OP . ×òîáû òî÷íî îïèñàòü ýòó ôóíêöèþ, ââåäåì îñè êîîðäèíàò
êàê ëó÷è OP è OR, ïîìåñòèâ íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó O. Òîãäà âåðøèíû
ïðÿìîóãîëüíèêà ïîëó÷àþò êîîðäèíàòû

Op0; 0q, P pa; 0q, Qpa; bq, Rp0; bq.
Ïóñòü px; yq � êîîðäèíàòû òî÷êè S, òîãäà y � d, òî÷êà F ïîëó÷èò êîîðäèíà-
òû px; c� dq. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñóììû ðàññòîÿíèé êàê
ôóíêöèè

lpxq � OS � SF � FQ.

ßñíî, ÷òî SF � c. Ìîæíî âûðàçèòü äëèíû OS,QF ÷åðåç x è äàííûå çàäà÷è
a, b, c, d, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ïèôàãîðà, íî òîãäà ïîëó÷èòñÿ äîâîëüíî ñëîæíàÿ
ôîðìóëà, âêëþ÷àþùàÿ x2 è êâàäðàòíûå êîðíè, íàéòè è àíàëèçèðîâàòü åå
ïðîèçâîäíóþ íåëåãêî, âîçìîæíî íåìàëî îøèáîê, âû÷èñëåíèÿ òðåáóþò ìíîãî
âðåìåíè è ñèë. Îäíàêî ìîæíî ïðèìåíèòü ïðîñòîé è êðàñèâûé èñêëþ÷èòåëüíî
ãåîìåòðè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ.

Bîçüìåì íà îòðåçêå PQ òî÷êó G òàêóþ, ÷òî GQ � c, è ñîåäèíèì åå ñ
òî÷êîé O ïðÿìîëèíåéíûì îòðåçêîì. Â êà÷åñòâå S âîçüìåì òî÷êó ïåðåñå÷å-
íèÿ ýòîãî îòðåçêà ñ íèæíåé ãðàíèöåé ïðåïÿòñòâèÿ. Ïðîäëèì ïðÿìóþ SF äî
ïåðåñå÷åíèÿ ñ îòðåçêîì OP â òî÷êå Xpx; 0q.
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Èìååì y � d, SFQG � ïàðàëëåëîãðàìì, òðåóãîëüíèêè OXS è OPG ïî-
äîáíû, OX : OP � XS : PG, ò. å. x : a � d : pb� cq, ñëåäîâàòåëüíî,

x � ad

b� c
, y � d.

Ìèíèìàëüíîñòü çíà÷åíèÿ lpxq ïðè òàêîì âûáîðå x ñëåäóåò èç ðàâåíñòâa
OS � SF � FQ � OG�GQ è ìèíèìàëüíîñòè ïóòè OG êàê ïðÿìîëèíåéíîãî
îòðåçêà.

Ó÷àùèåñÿ, îâëàäåâøèå ïðèìåíåíèåì ïðîèçâîäíîé ìîãóò îöåíèòü äîñòîèí-
ñòâà ïðèâåäåííîãî ìåòîäà, ñðàâíèâ åãî ñî ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ïîèñêà
ìèíèìóìà ôóíêöèè lpxq íà îòðåçêå r0; as. Èìååì

lpxq �
?
x2 � d2 � c�

a
pa� xq2 � pb� c� dq2.

Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè
e � b� c� d

è âû÷èñëèì

l1pxq �
�
ppx2 � d2q1{2 � ppa� xq2 � e2q1{2q

	1
�

� p1{2qpx2 � d2q�1{2 � 2x� p1{2qppa� xq2 � e2q�1{2 � 2pa� xqp�1q �
� x?

x2 � d2
� a� xapa� xq2 � e2

.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà lpxq � 0 ïðèíèìàåò âèä

x
a
pa� xq2 � e2 � pa� xq

?
x2 � d2.

Îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó âîçâåäåíèå â êâàä-
ðàò ÿâëÿåòñÿ åãî ðàâíîñèëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì:

x2ppa� xq2 � e2q � pa� xq2px2 � d2q,
îòêóäà

x2e2 � pa� xq2d2, ex � pa� xqd, pd� eqx � ad

è

x � x0 � ad

d� e
� ad

b� c
.

Ïðîâîäÿ òå æå âûêëàäêè â îáðàòíîì ïîðÿäêå, óáåæäàåìñÿ â âûïîëíåíèè äî-
ñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ìèíèìóìà

l1pxq   0 ïðè 0   x   x0 è l1pxq ¡ 0 ïðè x0   x   a
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ôóíêöèè lpxq íà îòðåçêå r0; as.
Îòâåò: òî÷êà S íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè x îò ñòîðîíû OR è íà ðàññòîÿíèè

d îò OP , òî÷êà F � íà òîì æå ðàññòîÿíèè x îò OR è íà ðàññòîÿíèè c� d îò
OP , ãäå x � ad{pb� cq.

Ìû óâèäåëè, ÷òî â ïîñëåäíåé çàäà÷å ïðèìåíèìû èìåííî ãåîìåòðè÷åñêèå
ìåòîäû. Îíè îáëàäàþò è òàêèì âàæíûì äîñòîèíñòâîì, êàê íàãëÿäíîñòü,
ïîçâîëÿþùàÿ áûñòðî è ÷åòêî ñôîðìóëèðîâàòü ïðåäïîëîæåíèå, ïðîâåðèòü
åãî, óáåäèòüñÿ â íåâåðíîñòè êàêîé-òî ãèïîòåçû, à èíîãäà è ïîëíîñòüþ ðå-
øèòü çàäà÷ó.

Òàêèå æå âîçìîæíîñòè ïðåäîñòàâëÿåò âåñüìà ðàñïðîñòðàíåííûé â ïî-
ñëåäíèå ëåò 50�70 ÿçûê ãðàôîâ. Ãðàôû íå èçó÷àþòñÿ â øêîëå, íî îíè íà-
ñòîëüêî ïðîñòû, ÷òî êàæäûé ó÷åíèê äàæå ìëàäøèõ êëàññîâ ñïîñîáåí ïî-
ñòðîèòü íóæíûé ãðàô è ïðèìåíèòü åãî äëÿ ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé,
ëîãè÷åñêîé çàäà÷è èëè ðàçðåøåíèÿ æèçíåííîé ñèòóàöèè.

Ãðàôû âûðàæàþò îòíîøåíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè, ïðè÷åì îòíîøå-
íèå óñòàíàâëèâàåòñÿ ìåæäó äâóìÿ îáúåêòàìè. Åñëè èçîáðàæàòü îáúåêòû
òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè (îíè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà), òî òî÷êè, ñî-
îòâåòñòâóþùèå îáúåêòàì, ìåæäó êîòîðûìè èìååòñÿ äàííîå îòíîøåíèå,
ñîåäèíÿþòñÿ ïðÿìîëèíåéíûì îòðåçêîì èëè äóãîé (ðåáðîì ãðàôà). Íåâàæ-
íî, êàê ðàñïîëîæåíû òî÷êè-âåðøèíû, âàæíî òîëüêî, êàêèå ïàðû èç íèõ
ñîåäèíåíû ðåáðàìè. Ïðåäñòàâëåíèå îòíîøåíèé ãðàôàìè è àíàëèç ãðàôà îò-
íîøåíèÿ ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, èçáåæàòü ïåðåáîðà âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ,
÷òî òàêæå âàæíî â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîãî âðåìåíè îëèìïèàäíîãî ìåðî-
ïðèÿòèÿ.

Äëÿ îïèñàíèÿ îòíîøåíèé âìåñòî ãðàôîâ ÷àñòî ïðèìåíÿþò ðàâíîñèëü-
íûå èì ïðÿìîóãîëüíûå òàáëèöû èç äâóõ ñèìâîëîâ (íàïðèìåð, 0 è 1, èëè
+ è �, èëè ãàëî÷êà è ïðîáåë è ò. ï. ). Ñòðîêè è ñòîëáöû òàáëèöû ñî-
îòâåòñòâóþò îáúåêòàì, íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè k è ñòîëáöà j â òàáëèöå
íàõîäèòñÿ 1 (+), åñëè îáúåêòû k è j íàõîäÿòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì îòíî-
øåíèè, è 0 (�) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðè áîëüøîì ÷èñëå îáúåêòîâ ñïîñîá
ïðåäñòàâëåíèÿ îòíîøåíèÿ ãðàôîì ëàêîíè÷íåå òàáëè÷íîãî ñïîñîáà.

Ïðèìåð 3 (7�11 êë.). Íà êîíêóðñå áàëüíûõ òàíöåâ ïàðû ñ íîìåðàìè îò 1
äî 12 îáðàçîâàëè îêðóæíîñòü òàê, ÷òî ðàçíîñòü íîìåðîâ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ
ïàð ìåíüøå 3. Îêðóæíîñòü ïîâîðà÷èâàåòñÿ, è êàæäàÿ ïàðà, íå ìåíÿÿ ñâîåãî
ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî äðóãèõ ïàð, ïðîõîäèò ïåðåä ñóäüÿìè. Ìîãóò ëè â
ýòîé îêðóæíîñòè ñîñåäñòâîâàòü ïàðû ñ íîìåðàìè

à) 1 è 2, á) 5 è 6, â) 8 è 9?
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Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì òàê íàçûâàåìûé ãðàô âîçìîæíîãî ñîñåäñòâà: âåðøè-
íû ãðàôà � íîìåðà ïàð, äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû ìîãóò áûòü ñîñåäÿìè. Ðàñïîëîæèì âåðøèíû íà
äâóõ ãîðèçîíòàëÿõ: íà îäíîé ãîðèçîíòàëè âûïèñûâàåì ñëåâà íàïðàâî âñå íî-
ìåðà îäíîé ÷åòíîñòè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Òîãäà â âåðøèíàõ 1 è 12 ñõîäÿò-
ñÿ ðîâíî 2 ðåáðà, â âåðøèíàõ 2 è 11 � ïî 3 ðåáðà, â êàæäîé èç îñòàëüíûõ
âåðøèí � 4 ðåáðà. Âñå ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå ðàçëè÷íûå ãîðèçîíòàëè, � ýòî
(1,2),(3,4),..., (11,12), à òàêæå (2,3), (4,5),...,(10,11).
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u
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@

@
@
@
@
@
@

@
@
@
@
@
@

@
@
@
@
@
@

1 3 5 7 9 11

2 4 6 8 10 12

Ãðàôó èç ýòîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ òàáëèöà (óêàçàíû òîëüêî ñèìâîëû
+).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 � �

2 � � �

3 � � � �

4 � � � �

5 � � � �

6 � � � �

7 � � � �

8 � � � �

9 � � � �

10 � � � �

11 � � �

12 � �

Ëåãêî ëè àíàëèçèðîâàòü òàêóþ òàáëèöó äëÿ äëÿ ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è?

Âîçâðàùàÿñü ê ãðàôó, çàìå÷àåì, ÷òî îêðóæíîñòè èç ïàð ñîîòâåòñòâóåò
öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó ðîâíî îäèí ðàç. Äëÿ âûïîëíåíèÿ
ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïåðåõîä ñ îäíîé ãîðè-
çîíòàëè íà äðóãóþ ïðîõîäèë ïî ñàìîìó ëåâîìó ðåáðó (1,2) è ñàìîìó ïðàâîìó
ðåáðó (11,12). Ýòèì è îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîñåäñòâà.

Îòâåò: ìîãóò ñîñåäñòâîâàòü òîëüêî ïàðû 1 è 2.
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Âòîðîé ñïîñîá (áåç ïðèìåíåíèÿ ãðàôîâ). Òðåáóåòñÿ ðàñïîëîæèòü
÷èñëà 1,...,12 íà îêðóæíîñòè ñ ñîáëþäåíèåì óñëîâèÿ ñîñåäñòâà. Äëÿ êàæäîãî
÷èñëà j, 1 ¤ j ¤ 12, ñîñòàâèì ñïèñîê Cpjq âîçìîæíûõ ñîñåäåé:

Cp1q � t2, 3u, Cp2q � t1, 3, 4u, Cp11q � t9, 10, 12u, Cp12q � t11, 12u,
è åñëè 3 ¤ j ¤ 10, òî Cpjq � tj � 2, j � 1, j � 1, j � 2u.

Ðàñïîëîæèì ÷èñëà 1 è 12 â äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ îêðóæ-
íîñòè. Ñîñåäè ÷èñëà 1 îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, ýòî 2 è 3. Bòîðîé ñîñåä ÷èñëà
2 (îäèí ñîñåä � ÷èñëî 1) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Cp2q è îòëè÷åí îò 1 è
3, ò. å. îäíîçíà÷íî 4. Âòîðîé ñîñåä ÷èñëà 3 (îäèí ñîñåä � ÷èñëî 1) ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó t1, 2, 4, 5u è îòëè÷åí îò 1, 2 è 4, îäíîçíà÷íî ýòî ÷èñëî 5.
Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûáèðàòü ïîñëåäîâàòåëüíî âòîðûõ ñîñåäåé
÷èñåë 4,5,6,7,...., ïðèäåì ê åäèíñòâåííîìó âîçìîæíîìó öèêëó (ðàñïîëîæåíèþ
íà îêðóæíîñòè)

1� 2� 4� 6� 8� 10� 12� 11� 9� 7� 5� 3� 1.

Îòâåò: ñîñåäÿìè ìîãóò áûòü òîëüêî ïàðû 1 è 2.
Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü îáîáùåíà äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàð íå èç 12, à èç ïðî-

èçâîëüíîãî ÷åòíîãî ÷èñëà ïàð. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó è ñëåäóþùèé ïðèí-
öèï îáùíîñòè: èíîãäà ïðîùå (èëè íå ñëîæíåå) ðåøèòü áîëåå îáùóþ çà-
äà÷ó. Îí íå ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïó ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ïîñêîëüêó ýòà ïðî-
ñòîòà ïðîÿâëÿåòñÿ íå âñåãäà.

C ïîìîùüþ ãðàôîâ ìîæåò áûòü ðåøåíà è ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïîêàæåì,
÷òî ïðèìåíåíèå ãðàôîâ íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì, ðåøèâ åå ÷èñòî ëîãè-
÷åñêèìè è àðèôìåòè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Ïðèìåð 4 (7� 11 êë.). Íà óðîêå ìàòåìàòèêè 5 øêîëüíèêîâ ðåøèëè ïðî-
âåñòè ìåæäó ñîáîé êðóãîâîé òóðíèð ïî èãðå "Êðåñòèêè-íîëèêè". Êàæäûé
ó÷àñòíèê äîëæåí ñûãðàòü ðîâíî ïî îäíîé ïàðòèè ñ êàæäûì èç îñòàëüíûõ
÷åòûðåõ. Êîãäà ó÷èòåëü ïðåðâàë ýòî ñîðåâíîâàíèå, îêàçàëîñü ñûãðàío 6 ïàð-
òèé. Áîëüøå âñåõ èãð � ïî òðè � ïðîâåëè òîëüêî Àëåíà è Âàñÿ. Ñêîëüêî èãð
ïðîâåëè îñòàëüíûå ó÷àñòíèêè?

Ðåøåíèå. Íàçîâåì ó÷àñòíèêîâ À (Àëåíà), Â (Âàñÿ), Ñ (Ñàøà), D (Äàøà),
Å (Åãîð). Ïóñòü npXq � ÷èñëî ïàðòèé, ñûãðàííûõ êàæäûì ó÷àñòíèêîì X,
X � A,B, C,D,E. Òîãäà

npAq � npBq � npCq � npDq � npEq � 2 � 6,
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òàê êàê ïàðòèÿ ìåæäó X è Y ó÷òåíà ðîâíî â 2 ñëàãàåìûõ: npXq è npY q. (Ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ãðàô òóðíèðà, âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ó÷àñòíèêàì, ðåáðà � èã-
ðàì, npXq åñòü ÷èñëî ðåáåð, ñõîäÿùèõñÿ â âåðøèíå Õ. Ñóììà âñåõ çíà÷åíèé
npXq ðîâíî â 2 ðàçà áîëüøå ÷èñëà âñåõ ðåáåð ãðàôà). Èìååì npAq � npBq � 3.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì

npCq ¥ npDq ¥ npEq. p1q
Òîãäà npCq   3 è

npcq, npDq, npEq P t0, 1, 2u. p2q
Ïðè ýòîì

npcq � npDq � npEq � 6. p3q
Åñëè npEq � 0, òî npCq � npDq � 6 è óñëîâèÿ (2) è (3) íå ìîãóò âûïîë-

íÿòüñÿ îäíîâðåìåííî.
Åñëè npEq � 1, òî npCq � npDq � 5 è óñëîâèÿ (2) è (3) íå ìîãóò âûïîë-

íÿòüñÿ îäíîâðåìåííî.
Îñòàåòñÿ òîëüêî âîçìîæíîñòü npEq � 2. Ïðè ýòîì è npDq � npCq � 2.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêàÿ âîçìîæíîñòü ðåàëèçóåòñÿ; åñëè ýòîãî íå ñäå-
ëàòü, îòâåò íå áóäåò îáîñíîâàí. Äåéñòâèòåëüíî, âñå óñëîâèÿ çàäà÷è âûïîë-
íÿþòñÿ, åñëè ïàðû èãðàâøèõ åñòü À è Ñ, À è D, À è Å, Â è Ñ, Â è D, Â è
Å.

Îòâåò: ó÷àñòíèêè Ñ, D, Å ïðîâåëè ïî äâå èãðû.
Â ýòîì ðåøåíèè ìû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè òàêæå ïðèíöèï óäîáíûõ

äîïóùåíèé, êîãäà óïîðÿäî÷èëè çíà÷åíèÿ npXq íåðàâåíñòâàìè (1). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ýòî äîïóùåíèå íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè (åñëè îíî íå âû-
ïîëíÿåòñÿ, òî ó÷àñòíèêîâ C,D,E ïåðåèìåíóåì), íî îáëåã÷àåò äàëüíåéøèå
ðàññóæäåíèÿ.

Ìîæíî óñëîæíèòü çàäà÷ó, ïîñòàâèâ òàêæå âîïðîñ: êòî ñ êåì èãðàë?
Îäèí âàðèàíò ìû óæå íàøëè, ïðè íåì âñå ïàðû èãðàâøèõ åñòü À è Ñ, À

è D, À è Å, Â è Ñ, Â è D, Â è Å. Âñå âàðèàíòû ðàçáèâàþòñÿ íà 2 ãðóïïû:
1) À è Â ìåæäó ñîáîé íå èãðàëè (òàêîé âàðèàíò ðîâíî îäèí, îí óæå óêàçàí),
2) À è Â ìåæäó ñîáîé èãðàëè.
Ïðîäîëæèì àíàëèç âàðèàíòîâ ãðóïïû 2). Îäíà èãðà îïðåäåëåíà � ÀÂ.

Êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ À, Â ïðîâåë ðîâíî òðè èãðû, ïîýòîìó êàæäûé èç
íèõ ìîæåò ñûãðàòü ðîâíî ñ äâóìÿ èç ó÷àñòíèêîâ Ñ, D, Å. Äàëåå, ðîâíî îäèí
èç Ñ, D, Å äîëæåí ñûãðàòü è ñ À, è ñ Â. Îáîçíà÷èì òàêîãî ó÷àñòíèêà áóê-
âîé Õ, äâîèõ îñòàëüíûõ � Y, Z (X, Y, Z � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
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tC,D,Eu). Èòàê, èìåþòñÿ ïàðû ÀÂ, ÀÕ, ÂÕ. Îñòàëüíûå ïàðû � ýòî AY, BZ
è YZ. Ó÷àñòíèê X ìîæåò áûòü âûáðàí òðåìÿ ñïîñîáàìè, Y � äâóìÿ, ïîýòî-
ìó â ãðóïïå 2) ðîâíî 2 � 3 � 6 âàðèàíòîâ. Èòîãî, ñ ó÷åòîì îäíîãî âàðèàíòà
ãðóïïû 1), âîçìîæíî 7 îòâåòîâ (íå áóäåì èõ âûïèñûâàòü, äîñòàòî÷íî óêàçàòü
ñïîñîá èõ ïîñòðîåíèÿ, ýòî ïîçâîëèò òàêæå ñýêîíîìèòü âðåìÿ íà îëèìïèàäíîì
ìåðîïðèÿòèè).

Îëèìïèàäíûå çàäà÷è îòëè÷àþòñÿ îðèãèíàëüíîñòüþ è ÷àñòî âûãëÿäÿò
ïóãàþùå äëÿ íåêîòîðûõ ó÷àñòíèêîâ, â ÷àñòíîñòè, îíè ìîãóò ñîäåðæàòü
íåïðèâû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíû. Îðãàíèçàòîðû âñåãäà çàáîòÿòñÿ î
òîì, ÷òîáû òàêèå ôîðìóëèðîâêè íå ñäåëàëè çàäà÷ó íåäîñòóïíîé, ïîýòîìó
ïóãàòüñÿ íå ñòîèò, à íàäî àêêóðàòíî ðàçîáðàòüñÿ â óñëîâèè è íàìåòèòü
êàêîé-òî ïóòü ðåøåíèÿ. Âñåãäà íàõîäèòñÿ î÷åíü ïðîñòîé è êðàñèâûé ìå-
òîä ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ åùå íåñêîëüêèìè
ïðèíöèïàìè:

� ñîäåðæàíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðîùå ôîðìû åå èçëîæåíèÿ,
� ñëåäóåò èñêàòü íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá ðåøåíèÿ,
� ïðàâèëüíîå ðåøåíèå äîëæíî áûòü êðàñèâûì (õîòÿ íå âñå, ÷òî

êðàñèâî, ïðàâèëüíî).
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ çàäà÷ ñ "íåîáû÷íûìè " ôîðìóëèðîâêàìè è

èõ äîâîëüíî ïðîñòûå ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 5 (9�11 êë.). Óñå÷åííîé ðàçíîñòüþ ÷èñåë x è y íàçûâàåòñÿ
îïåðàöèÿ x�y, ðåçóëüòàò êîòîðîé ðàâåí îáû÷íîé ðàçíîñòè x� y, åñëè x ¥ y,
è íóëþ, åñëè x ¤ y. Íàéäèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè âñå òî÷êè px, yq,
êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ px�y2q�x � 0.

Ðåøåíèå. Åñëè x ¤ y2, òî z � x�y2 � 0 è z�x � 0. Òî÷êè px, yq ñ
óñëîâèåì x ¤ y2 îáðàçóþò îáëàñòü D1.

Ïóñòü x ¥ y2. Òîãäà ðàâåíñòâî â óñëîâèè çàäà÷è ñïðàâåäëèâî â òî÷íîñòè
ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ

x ¥ y2, x� y2 ¤ x,

ýêâèâàëåíòíûõ îäíîìó íåðàâåíñòâó x ¥ y2. Òàêèå òî÷êè px, yq îáðàçóþò îá-
ëàñòü D2.

Îáúåäèíåíèå îáëàñòåé D1 è D2 åñòü âñÿ êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü.
Îòâåò: âñÿ ïëîñêîñòü.

Ïðèìåð 6 (7�11 êë.). Öåëîé ÷àñòüþ rxs ïðîèçâîëüíîãî äåéñòâèòåëüíî-
ãî ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå öåëîå M òàêîå, ÷òî M ¤ x. Íàïðèìåð,
r3, 14s � 3, r�3s � �3, r�3{14s � �1. Ðåøèòå óðàâíåíèå r2x2 � 1s � 2x.
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Ðåøåíèå. Â ïðàâîé ÷àñòè âñåãäà öåëîå. Ýòî âîçìîæíî â ñëåäóþùèõ ñëó-
÷àÿõ.

1) ×èñëî x � k öåëîå. Òîãäà 2x2�1 � 2k2�1 òîæå öåëîå, r2k2�1s � 2k2�1
è óðàâíåíèe 2k2�1 � 2k íå èìååò öåëûõ êîðíåé, òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ÷åòíà,
à ëåâàÿ íå÷åòíà.

2) ×èñëî x íå öåëîå, íî 2x öåëîå. Òîãäà x � k � 1{2, ãäå k öåëîå,
r2x2�1s � r2pk�1{2q2�1s � r2k2�2k�1�1{2s � 2k2�2k�1, 2x � 2k�1.

Èç óðàâíåíèÿ 2k2 � 2k � 1 � 2k � 1 ïîëó÷àåì k � 0 è òîãäà x � 1{2.
Îòâåò: 1{2.
Ïðèìåð 7 (9�11 êë.). Äëÿ ôóíêöèè

fpxq � x�
?
ax� b, ãäå a ¡ 0,

ðåøèòå óðàâíåíèå
fpfpxqq � x.

Ðåøåíèå. Çäåñü ìû èìååì äåëî ñ êîìïîçèöèåé ôóíêöèé, âëàäåíèå ýòèì
ïîíÿòèåì è åñòü êëþ÷ ê çàäà÷å. Åñëè çíà÷åíèåì ôóíêöèè fpxq â òî÷êå x � x0
ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî y0, ò. å. fpx0q � y0, òî çíà÷åíèå êîìïîçèöèè fpfpxqq â òî÷êå
x � x0 åñòü çíà÷åíèå fpy0q ôóíêöèè fpxq â òî÷êå x � y0. Òàêèì îáðàçîì,

fpfpxqq � fpxq �
a
afpxq � b � x�

?
ax� b�

b
apx�

?
ax� bq � b,

è óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

?
ax� b�

b?
ax� b � p

?
ax� b� aq � 0.

Â ëåâîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ ñóììà íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ � àðèôìåòè-
÷åñêèõ êâàäðàòíûõ êîðíåé. Òàêàÿ ñóììà ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êàæäîå èç ñëàãàåìûõ ðàâíî 0. Ïîëó÷àåì

ax� b � 0, x � �b{a.
Îòâåò. x � �b{a.
Ïðèìåð 8 (9�11 êë.). Êðåïîñòü çëîé âîëøåáíèöû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

çàìêíóòóþ ëîìàíóþ ëèíèþ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, âñå óãëû êîòîðîé ïðÿìûå.
Òåìíîé íî÷üþ óðàãàí çàíåñ Ýëëè è Òîòîøêó â ñòðàíó ýòîé âîëøåáíèöû, îíè
îêàçàëèñü â íåñêîëüêèõ øàãàõ îò êðåïîñòíîé ñòåíû. Êàê ìîæåò Ýëëè, íå èìåÿ
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íèêàêèõ ïðèáîðîâ è íè÷åì ñåáÿ íå âûäàâàÿ, îïðåäåëèòü, íàõîäèòñÿ ëè îíà ñ
Òîòîøêîé âíóòðè êðåïîñòè èëè çà åå ïðåäåëàìè?

Ðåøåíèå. Êðåïîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîóãîëüíèê. Âàæíî èìåòü â
âèäó, ÷òî ýòîò ìíîãîóãîëüíèê íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé, ò. å. óãëû ìîãóò áûòü
ðàâíû è 90�, è 270�. Ñïîñîá ñëåäóþùèé. Íàäî îñòàâèòü íà èñõîäíîé òî÷êå
êàêîé-ëèáî ïðåäìåò è, äåðæàñü çà ñòåíó îïðåäåëåííîé ðóêîé (íàïðèìåð, ëå-
âîé, ðàáîòàåò ïðèíöèï óäîáíûõ äîïóùåíèé), îáîéòè âñþ ñòåíó è âåðíóòüñÿ
íà òî æå ìåñòî, ñ÷èòàÿ ïîâîðîòû íàëåâî è íàïðàâî. Åñëè îáõîäèòü ñòåíó ñíà-
ðóæè, òî ÷èñëî ëåâûõ ïîâîðîòîâ ðîâíî íà 4 áîëüøå ÷èñëà ïðàâûõ ïîâîðîòîâ,
ïðè îáõîäå èçíóòðè ïðàâûõ ïîâîðîòîâ íà 4 áîëüøå ëåâûõ. Åñëè äåðæàòüñÿ çà
ñòåíó ïðàâîé ðóêîé, áóäåò âñå íàîáîðîò. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, íàïðèìåð,
èíäóêöèåé ïî ÷èñëó óãëîâ. (Áàçèñ èíäóêöèè � ÷èñëî óãëîâ 4. Ïðÿìîóãîëü-
íèê � íàèáîëåå ïðîñòàÿ ôèãóðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ çàäà÷è, ïðèìå-
íåí ïðèíöèï ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Îñòàåòñÿ àêêóðàòíî ñîâåðøèòü èíäóêòèâíûé
ïåðåõîä.) Ó÷àùèåñÿ ìëàäøèõ êëàññîâ, íå çíàêîìûå ñ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíäóêöèè, ìîãóò èñïîëüçîâàòü è äðóãèå ñîîáðàæåíèÿ. Çàäà÷à íå ñòîëüêî
ìàòåìàòè÷åñêàÿ (âû÷èñëÿòü ïî÷òè íå÷åãî), à ëîãè÷åñêàÿ.
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