
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Îòáîðî÷íûé ýòàï. Î÷íàÿ ôîðìà

ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÊÎÌÏËÅÊÑÓ ÏÐÅÄÌÅÒÎÂ
ÔÈÇÈÊÀ, ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ, ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

ÂÀÐÈÀÍÒ 41111 äëÿ 11 êëàññà

Ê 100-ëåòíåìó þáèëåþ ïëàíà ÃÎÝËÐÎ âåòåðàíû Êîëõîçà èìåíè Èîãàííà
Øòðàóñà ñìîíòèðîâàëè ñâåòÿùóþñÿ íàäïèñü

ÇÅÌËÞ-ÊÐÀÑÀÂÈÖÓ, ÐÎÄÈÍÓ ÌÈËÓÞ,
ÌÛ ÓÊÐÅÏÈÌ ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈËÎÞ!

Â êàæäûé èç 56 ñèìâîëîâ íàäïèñè (ñ ó÷åòîì çíàêîâ ïðåïèíàíèÿ) áûëà âìîí-
òèðîâàíà îñâåòèòåëüíàÿ ëàìïà, òàê ÷òî ñ íàñòóïëåíèåì òåìíîòû âñå æèòåëè
ïîñåëêà èç ñâîèõ ôåðì, äîìîâ è äâîðîâ ìîãëè ëþáîâàòüñÿ ëîçóíãîì ïðåæíèõ
ëåò.

Åñëè áû íàäïèñü ñîñòîÿëà òîëüêî èç òðåõ áóêâ, åå ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà
èìåëà áû âèä, ïðåäñòàâëåííûé íèæå.
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Âñå ëàìïû îäèíàêîâû è ïèòàþòñÿ îò ñòàíäàðòíîé ýëåêòðîñåòè ñ íàïðÿæå-
íèåì U = 220 Â. Ðàáî÷åå ñîïðîòèâëåíèå êàæäîé ëàìïû (âìåñòå ñ ïîäâîäÿ-
ùèìè ïðîâîäàìè) R = 900 Îì, ñîïðîòèâëåíèå êàæäîé èç äâóõ æèë, èäóùèõ
ìåæäó ñîñåäíèìè áóêâàìè, r = 0.03 Îì, à ñîïðîòèâëåíèå êàæäîé èç äâóõ
æèë, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ áóêâó ñ èñòî÷íèêîì ïèòàíèÿ, rc = 3 Îì.

1. Íàéäèòå, êàêèå ìîùíîñòè âûäåëÿëèñü áû íà ïåðâîé è íà ïîñëåäíåé
ëàìïàõ, åñëè áû íàäïèñü ñîñòîÿëà òîëüêî èç äâóõ áóêâ.

2. Íàéäèòå ìîùíîñòü Páëèæ, âûäåëÿåìóþ íà ëàìïå â ñàìîé áëèæíåé ê èñ-
òî÷íèêó áóêâå, à òàêæå ìîùíîñòü Päàë, âûäåëÿåìóþ íà ñàìîé äàëüíåé ëàìïå,
ïðè ïîäêëþ÷åíèè âñåé íàäïèñè-ëîçóíãà.

3. Îïðåäåëèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî 50 Îì), ïðè êàêîì íàèìåíüøåì ðàáî÷åì
ñîïðîòèâëåíèè êàæäîé ëàìïû Rmin ìîùíîñòè Páëèæ è Päàë (îïðåäåëåííûå â
ï. 2) áóäóò îòëè÷àòüñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 25% (ïî îòíîøåíèþ ê ìåíüøåé èç
íèõ)?

4. Êàêèì ñòàíåò îòâåò íà ïðåäûäóùèé âîïðîñ, åñëè ïåðåãîðÿò îáå ëàìïû
â áóêâàõ ñëîâà �ìû�?

Ìîñêîâñêèé ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò (ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)
Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, êàôåäðà Ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè

www.mathmod.ru www.appmat.ru



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Îòáîðî÷íûé ýòàï. Î÷íàÿ ôîðìà

ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÊÎÌÏËÅÊÑÓ ÏÐÅÄÌÅÒÎÂ
ÔÈÇÈÊÀ, ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ, ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

ÂÀÐÈÀÍÒ 41101 äëÿ 10 êëàññà

Ê 100-ëåòíåìó þáèëåþ ïëàíà ÃÎÝËÐÎ âåòåðàíû Êîëõîçà èìåíè Èîãàííà
Øòðàóñà ñìîíòèðîâàëè ñâåòÿùóþñÿ íàäïèñü

ÇÅÌËÞ-ÊÐÀÑÀÂÈÖÓ, ÐÎÄÈÍÓ ÌÈËÓÞ,
ÌÛ ÓÊÐÅÏÈÌ ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈËÎÞ!

Â êàæäûé èç 56 ñèìâîëîâ íàäïèñè (ñ ó÷åòîì çíàêîâ ïðåïèíàíèÿ) áûëà âìîí-
òèðîâàíà îñâåòèòåëüíàÿ ëàìïà, òàê ÷òî ñ íàñòóïëåíèåì òåìíîòû âñå æèòåëè
ïîñåëêà èç ñâîèõ ôåðì, äîìîâ è äâîðîâ ìîãëè ëþáîâàòüñÿ ëîçóíãîì ïðåæíèõ
ëåò. Åñëè áû íàäïèñü ñîñòîÿëà òîëüêî èç òðåõ áóêâ, åå ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà
èìåëà áû âèä, ïðåäñòàâëåííûé íèæå.
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Âñå ëàìïû îäèíàêîâû è ïèòàþòñÿ îò ñòàíäàðòíîé ýëåêòðîñåòè ñ íàïðÿæå-
íèåì U = 220 Â. Ðàáî÷åå ñîïðîòèâëåíèå êàæäîé ëàìïû (âìåñòå ñ ïîäâîäÿ-
ùèìè ïðîâîäàìè) R = 900 Îì, ñîïðîòèâëåíèå êàæäîé èç äâóõ æèë, èäóùèõ
ìåæäó ñîñåäíèìè áóêâàìè, r = 0.03 Îì, à ñîïðîòèâëåíèå êàæäîé èç äâóõ
æèë, ñîåäèíÿþùèõ ïåðâóþ áóêâó ñ èñòî÷íèêîì ïèòàíèÿ, rc = 3 Îì.

1. Íàéäèòå, êàêèå ìîùíîñòè âûäåëÿëèñü áû íà ïåðâîé è íà ïîñëåäíåé
ëàìïàõ, åñëè áû íàäïèñü ñîñòîÿëà òîëüêî èç òðåõ áóêâ.

2. Íàéäèòå ìîùíîñòü Páëèæ, âûäåëÿåìóþ íà ëàìïå â ñàìîé áëèæíåé ê èñ-
òî÷íèêó áóêâå, à òàêæå ìîùíîñòü Päàë, âûäåëÿåìóþ íà ñàìîé äàëüíåé ëàìïå,
ïðè ïîäêëþ÷åíèè âñåé íàäïèñè-ëîçóíãà.

3. Îïðåäåëèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî 50 Îì), ïðè êàêîì íàèìåíüøåì ðàáî÷åì
ñîïðîòèâëåíèè êàæäîé ëàìïû Rmin ìîùíîñòè Páëèæ è Päàë áóäóò îòëè÷àòüñÿ
íå áîëåå, ÷åì íà 15% (ïî îòíîøåíèþ ê ìåíüøåé èç íèõ)?

4. Êàêèì ñòàíåò îòâåò íà ïðåäûäóùèé âîïðîñ, åñëè ïåðâîíà÷àëüíóþ ïðî-
âîäêó, âûïîëíåííóþ èç àëþìèíèÿ (óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå ρAl = 0.027 Îì·ìì2

ì
)

çàìåíèòü íà ìåäíóþ (óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå ρCu = 0.017 Îì·ìì2

ì
)? Ðàáî÷åå

ñîïðîòèâëåíèå ëàìï R ïðè ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ.

Ìîñêîâñêèé ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò (ÍÈÓ ¾ÌÝÈ¿)
Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, êàôåäðà Ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
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ÐÅØÅÍÈÅ

Èçîáðàçèì ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü äëÿ ïðîèçâîëüíîé íàäïèñè, ñîñòîÿùåé èç
n áóêâ, è çàíóìåðóåì óçëû öåïè, íà÷èíàÿ îò ñàìîãî äàëüíåãî.
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1. Íàéäåì îáùåå ñîïðîòèâëåíèå öåïè. Áóäåì íóìåðîâàòü ëàìïû (è, ñîîò-
âåòñòâåííî, ÿ÷åéêè öåïè) íà÷èíàÿ ñ ñàìîé äàëüíåé. Íà ñõåìå â òîì æå ïîðÿäêå
ïðîíóìåðîâàíû óçëû A1, . . . , An è B1, . . . , Bn.

Îáùåå ñîïðîòèâëåíèå êîíöåâîãî ó÷àñòêà öåïè A2 − A1 −B1 −B2 ðàâíî

RL = 2r +R.

Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó óçëàìè A2 è B2 ïîäêëþ÷åíû äâà ïàðàëëåëüíûõ
ñîïðîòèâëåíèÿ R è RL. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ñîïðîòèâëåíèå ó÷àñòêà A2B2

ðàâíî

R2 =
1

1
R + 1

RL

=
RRL

R +RL
=
R (2r +R)

R + 2r +R
.

Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåæäó óçëàìè A3 è B3 èäóò äâà ïàðàëëåëüíûõ
ó÷àñòêà öåïè ñ ñîïðîòèâëåíèÿìè R è 2r + R2. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ñîïðî-
òèâëåíèå ó÷àñòêà A3B3 ðàâíî

R3 =
1

1
R + 1

2r+R2

=
R (2r +R2)

R + 2r +R2
.

Ïðîäîëæàÿ ðàññìîòðåíèå äàëåå âëåâî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìîæíî îò-
ìåòèòü, ÷òî ìåæäó óçëàìè Ak è Bk èäóò äâà ïàðàëëåëüíûõ ó÷àñòêà öåïè ñ
ñîïðîòèâëåíèÿìèR è 2r+Rk+1. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ñîïðîòèâëåíèå ó÷àñòêà
AkBk ðàâíî

Rk =
1

1
R + 1

2r+Rk

=
R (2r +Rk)

R + 2r +Rk
. (1)

Èíäåêñ k â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå îò 2 äî n.
Ïðè k = 1 ìîæíî ôîðìàëüíî çàïèñàòü R1 = R, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò åäèí-

ñòâåííîìó ñîïðîòèâëåíèþ íà ñàìîì äàëüíåì ó÷àñòêå A1B1.
Â èòîãå (ó÷èòûâàÿ ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäîâ ìåæäó èñòî÷íèêîì è óçëàìè

An, Bn) ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëíîå ñîïðîòèâëåíèå öåïè ñîñòàâëÿåò

Ro = 2r +Rn.
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2. Íàéäåì îáùèé òîê â öåïè. Ïîñêîëüêó íàïðÿæåíèå íà âõîäå U èçâåñòíî,
à îáùåå ñîïðîòèâëåíèå öåïè íàéäåíî, ìîæíî çàïèñàòü

Io = U/Ro.

3. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó. Ïðåäñòàâèì öåïü, ñîñòîÿùóþ èç
äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ó÷àñòêîâ ñ ñîïðîòèâëåíèÿìè r1 è r2, ïî êîòîðîé ïðîòåêàåò
îáùèé òîê Io.

e e
r1

r2

Åñëè îáîçíà÷èòü òîêè, ïðîòåêàþùèå ÷åðåç óêàçàííûå ñîïðîòèâëåíèÿ êàê
I1 è I2, òî ÿñíî, ÷òî

I1 + I2 = Io.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïàäåíèÿ íàïðÿæåíèé íà êàæäîì èç ñîïðîòèâëåíèé ðàâ-
íû äðóã äðóãó. Ïîýòîìó

I1r1 = I2r2.

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé, íàõîäèì

I1 =
r2

r1 + r2
Io, I2 =

r1
r1 + r2

Io. (2)

4. Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî òîê òå÷åò ïî âåðõíåé ÷àñòè öåïè
ñëåâà íàïðàâî (îò èñòî÷íèêà), à ïî íèæíåé ÷àñòè � ñïðàâà íàëåâî (ê èñòî÷-
íèêó), òî åñòü â íàïðàâëåíèè An → An−1 → . . .→ A1 → B1 → . . .→ Bn.

Îáîçíà÷èì òîê íà ó÷àñòêå Ak Ak−1 ÷åðåç Jk, à íà ó÷àñòêå Ak Bk ÷åðåç Ik.
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-
Jo -

Jn -
J3 -

J2

�
Jo �

Jn �
J3 �

J2

?
In ?

In−1 ?
I3 ?

I2 ?
I1=J2

Íàéäåì, íà êàêèå ÷àñòè áóäåò ðàçäåëÿòüñÿ òîê â êàæäîì óçëå Ak (â ñèëó
ñèììåòðèè òàêèå æå òîêè áóäóò ñõîäèòüñÿ â óçëå Bk).

Â óçëå Ak öåïü ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ïàðàëëåëüíûå âåòâè ñ ñîïðîòèâëåíèÿìè
R è 2r + Rk−1, ïî êîòîðûì òåêóò òîêè Ik è Jk ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó ïî
ôîðìóëàì (2) ïîëó÷àåì

Ik =
2r +Rk−1

R + 2r +Rk−1
Jk+1, Jk =

R

R + 2r +Rk−1
Jk+1. (3)
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5. Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññ÷èòàòü òîêè è, ñîîòâåòñòâåííî, ìîùíîñòü, âûäåëÿ-
åìóþ íà êàæäîé ëàìïå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïîî÷åðåäíî âû÷èñëèòü
ñîïðîòèâëåíèÿ Rk ïî ôîðìóëàì (1). Çàòåì íàéòè îáùèé òîê è ïîñëåäîâà-
òåëüíî âû÷èñëèòü òîêè Ik ïî ôîðìóëàì (3). Îäíîâðåìåííî ìîæíî âû÷èñëèòü
âûäåëÿåìóþ ìîùíîñòü Pk = I2kR.

6. Îñòàåòñÿ çàïèñàòü ñîñòàâëåííûé àëãîðèòì íà ïñåâäîêîäå.

Àëãîðèòì �Ìîùíîñòè�

íà÷àëî àëãîðèòìà

ïîëîæèòü Res[1] := R
ÄËß k îò 2 äî n

Res[k] :=
R · (2r + Res[k − 1])

R + (2r + Res[k − 1])
ÊÎÍÅÖ_ÄËß

Io :=
U

2rc + Res[n]

J [n+ 1] := Io

ÄËß k îò n äî 2

I[k] :=
2r + Res[k − 1]

R + 2r + Res[k − 1]
· J [k + 1]

J[k] :=
R

R + 2r + Res[k − 1]
· J [k + 1]

P[k] := (I[k])2 ·R
ÊÎÍÅÖ_ÄËß

P[1] := (J [2])2 ·R
Âûâåñòè ìàññèâ P

êîíåö àëãîðèòìà

Çàïóñòèâ ïîñòðîåííûé àëãîðèòì äëÿ n = 3 è äëÿ n = 56, ïîëó÷èì îòâåòû
íà 1-é è íà 2-é âîïðîñû çàäàíèÿ.

7. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìîùíîñòè ëàìï óìåíüøàþòñÿ ïð ìåðå óäàëåíèÿ
îò èñòî÷íèêà òîêà, à òàêæå. ÷òî îòíîøåíèå P1/Pn óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷å-
íèè R. Ýòî ìîæíî íàáëþäàòü, ýêñïåðèìåíòèðóÿ ñ íàïèñàííîé êîìïüþòåðíîé
ïðîãðàììîé, íî ìîæíî è ïðåäñêàçàòü òåîðåòè÷åñêè, ïðîâîäÿ êà÷åñòâåííûé
àíàëèç ýëåêòðè÷åêîé öåïè.

Äëÿ îòâåòà íà 3-é âîïðîñ ìîäèôèöèðóåì àëãîðèòì òàê, ÷òîáû íà âûõîä
ïîñòóïàë íå âåñü ìàññèâ ìîùíîñòåé, à îòíîøåíèå

P1 − Pn

Pn
.

Òåïåðü 3-é îòâåò ìîæíî ïîëó÷èòü ïîäáîðîì, çàïóñêàÿ àëãîðèòì ïðè ðàç-
íûõ çíà÷åíèÿõ ðàáî÷åãî ñîïðîòèâëåíèÿ ëàìïû R.
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Îòâåòû äëÿ 11 êëàññà.

1. P1 = 52.365 Âò, P1 = 52.372 Âò.
2. Páëèæ = 29.511 Âò, Päàë = 24.194 Âò.
3. Rmin = 798 Îì (ïðèíèìàåòñÿ òàêæå ëþáîé îòâåò, îòëè÷àþùèéñÿ îò

óêàçàííîãî â ïðåäåëàõ 50 Îì).
3. R̃min = 740 Îì (ïðèíèìàåòñÿ òàêæå ëþáîé îòâåò, îòëè÷àþùèéñÿ îò

óêàçàííîãî â ïðåäåëàõ 50 Îì).

Îòâåòû äëÿ 10 êëàññà.

1. P1 = 52.365 Âò, P1 = 52.372 Âò.
2. Páëèæ = 29.511 Âò, Päàë = 24.194 Âò.
3. Rmin = 1292 Îì (ïðèíèìàåòñÿ òàêæå ëþáîé îòâåò, îòëè÷àþùèéñÿ îò

óêàçàííîãî â ïðåäåëàõ 50 Îì).
3. R̃min = 813 Îì (ïðèíèìàåòñÿ òàêæå ëþáîé îòâåò, îòëè÷àþùèéñÿ îò

óêàçàííîãî â ïðåäåëàõ 50 Îì).
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