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Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè êàæäàÿ èç N ïðÿìûõ lj ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé
y = x+ 2021 è ïåðåñåêàåò êðèâóþ y = 1/x ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ (x1(j), y1(j))
è (x2(j), y2(j)) (j = 1, 2, . . . , N). Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâåäåíèÿ

P1 = y1(1)y1(2) · · · y1(N) è P2 = y2(1)y2(2) · · · y2(N).

Ðåøèòå óðàâíåíèå tg z = P1P2 è âûÿñíèòå, êàê ýòî ðåøåíèå çàâèñèò îò N .

Ðåøåíèå

Ïðÿìûå èìåþò óðàâíåíèÿ y = x + bj. Íàéäåì òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ
óêàçàííîé êðèâîé: 1/x = x+ bj, x

2 + bjx− 1 = 0. Èìååì

x1(j)x2(j) = −1, y1(j)y2(j) = 1/(x1(j)x2(j)) = −1, P1P2 = (−1)N ∈ {−1, 1}.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè N ÷åòíî, òî tg z = P1P2 = 1, îòêóäà z = π/4+πk, k ∈
Z. Eñëè N íå÷åòíî, òî tg z = P1P2 = −1, îòêóäà z = −π/4 + πk, k ∈ Z.

Îòâåò: åñëè N ÷åòíî, òî z = π/4 + πk, k ∈ Z;
åñëè N íå÷åòíî, òî z = −π/4 + πk, k ∈ Z.
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Âûÿñíèòå, ìîæåò ëè óðàâíåíèå x2 + px+ q = 0 èìåòü öåëûå êîðíè, åñëè p
è q öåëûå íå÷åòíûå.

Ðåøåíèå

Ïóñòü x1 è x2 � öåëûå êîðíè óðàâíåíèÿ. Òîãäà c = ax1x2, è îíî íå÷åòíîå.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë a, x1 è x2 - íå÷åòíîå. Òîãäà ïîñêîëüêó
ñóììà äâóõ íå÷åòíûõ ÷èñåë a+c - ÷åòíàÿ, à ñóììà a+b+c íå÷åòíàÿ, òî ÷èñëî b
� òîæå íå÷åòíîå. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî b äîëæíî áûòü ÷åòíûì, òàê êàê
b = −a(x1+x2), à ñóììà äâóõ íå÷åòíûõ ÷èñåë x1+x2 � ÷åòíàÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Îòâåò. Íå ìîãóò.
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Íà ñòîðîíàõ AB è AD êâàäðàòà ABCD îòìå÷åíû äâå òî÷êè, ñîîòâåòñòâåí-
íî, X è Y òàê, ÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà AXY ðàâåí óäâîåííîé ñòîðîíå
êâàäðàòà. Íàéäèòå ñóììó êîñèíóñà è ñèíóñà óãëà XAY .



Ðåøåíèå

Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðîñòî, åñëè ñîîáðàçèòü, ÷òî îòðåçîê XY ÿâëÿåòñÿ êà-
ñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå À è ðàäèóñà, ðàâíîãî ñòîðîíå
êâàäðàòà. Îáîçíà÷èì òî÷êó êàñàíèÿ ÷åðåç P.
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Òàê êàê óãîë ÂÀX ðàâåí óãëó XÀÐ, à óãîë ÐÀY ðàâåí óãëó YÀD, òî óãîë
XÀY ðàâåí 45◦. Ïîëó÷àåì sin 45◦ + cos 45◦ =

√
2.

Îòâåò.
√
2.
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Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x, y) = x2+y2, åñëè ïåðåìåííûå
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

|2x+ y| ≤ b, |2x− y| ≥ b

(ãäå b � ôèêñèðîâàííîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî).

Ðåøåíèå

1. Åñëè b < 0, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ïóñòî. Ôóíêöèÿ
íå îïðåäåëåíà.

2. Åñëè b = 0, òî íåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû óð-þ ax+ y = 0, îòêóäà
f(x,−ax) = g(x) = (1 + a2)x2. Ìèíèìóì ðàâåí ìèíèìóìó ô-öèè g(x), ò. å.
g(0) = 0.

3. Ïóñòü b > 0, a = 0. Òîãäà ñèñòåìà íåð-â ðàâíîñèëüíà óð-þ |y| = b è
f(x, y) = f(x, |b|) = x2 + b2 ≥ b2. Ìèíèìóì ðàâåí b2.

4. Ïóñòü b > 0, a > 0. Òîãäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé

−b− ax ≤ y ≤ b− ax, (y ≤ ax− b èëè y ≥ ax+ b).



Îíà çàäàåò íà ïëîñêîñòè îáëàñòü ìåæäó äâóìÿ ïàðàë. ïðÿìûìè y = −b− ax
è y = b− ax è âíå ðîìáà ñ âåðøèíàìè (0;±b), (±b/a; 0). Ô-ÿ f åñòü êâàäðàò
ðàññòîÿíèÿ îò íà÷ êîîðä-ò äî òî÷êè îáëàñòè. Òî÷êè ñ îäèíàê. ðàññòîÿíèåì îò
Î îáðàçóþò îêð. Ìèíèìóì ðàññòîÿíèÿ èìåþò òî÷êè êàñàíèÿ ñòîðîí ðîìáà ñî
âïèñàííîé â ðîìá îêð. Íàéäåì åå ðàäèóñ r.

Ðàññìîòðèì ïëîùàäü ðîìáà S = d1d2/2. Åãî äèàãîíàëè èìåþò äëèíû d1 =
2b/a, d2 = 2b, S = 2b2/a, ñòîðîíà � c =

√
b2 + (b/a)2 = b

√
a2 + 1/a. Ðàññì.

ïëîùàäü ïðÿìîóã. òðåóã-êà ñ êàòåòàìè b/a, b, ñîñòàâëÿþùåãî ÷åòâåðòü ðîìáà,

S∆ = S/4 = b2/(2a) = (1/2)cr = b
√
a2 + 1/(2a).

Îòñþäà

r =
b√

a2 + 1
, fmin = r2 =

b2

a2 + 1
.

5. Ñëó÷àé b > 0, a < 0 àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó è ïðèâîäèò ê òàêîìó æå
ðåç-òó.

6. Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû ïï. 3�5, ïîëó÷àåì êîðîòêèé

Îòâåò. Åñëè b < 0, òî ô-ÿ f íå îïðåäåëåíà. Åñëè b ≥ 0, òî

fmin =
b2

a2 + 1
.
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Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðîé çàäà÷è ñ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì n ïîëó÷åíà
äðîáü

101n+ 25

57n+ 14
.

Ïðè êàêèõ n äðîáü ìîæíî ñîêðàòèòü?

Ðåøåíèå

Ïóñòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äåëÿòñÿ íà m 6= 1. Òîãäà èõ ðàçíîñòü òîæå
äåëèòñÿ íà m. Òîãäà ïîëó÷àåì

101n+ 25− 57n− 14 = 44n+ 11
... m,

57n+ 14− 44n− 11 = 13n+ 3
... m,

44n+ 11− 13n− 3 = 31n+ 8
... m,

31n+ 8− 13n− 3 = 18n+ 5
... m,

18n+ 5− 13n− 3 = 5n+ 2
... m,

13(5n+ 2)− 5(13n+ 3) = 11
... m.



Ñëåäîâàòåëüíî, m = 11. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó{
101n+ 25 = 11k,

57n+ 14 = 11l.
(*)

Óìíîæèâ 1-å ðàâåíñòâî ñèñòåìû íà 57, à 2-å � íà 101 è âû÷èòàÿ èç 1-ãî 2-å,
ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

57k − 101l = 1 (**)

Íàõîäèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ (ýòî ìîæíî ñäåëàòü,
èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Åâêëèäà èëè ïîäáîðîì):

l = 22, k = 39.

Àëãîðèòì Åâêëèäà äàåò íàèìåíüøóþ òàêóþ ïàðó. Íàéäåì âñå òàêèå ïàðû
÷èñåë. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì ðàâåíñòâî

57k − 101l = 1 = 57k′ − 101l′.

Îòñþäà ïîëó÷àåì
101

57
=

k′ − k
l′ − l

. Ïîñêîëüêó ÷èñëà 101 è 57 âçàèìíî ïðî-

ñòûå, ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó (**), áó-
äåò èìåòü âèä

l′ = 22 + 57a, k′ = 39 + 101a,

ãäå a � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîäñòàâèâ èõ â ñèñòåìó (*), íàõîäèì n:{
101n+ 25 = 11(39 + 101a),

57n+ 14 = 11(22 + 57a).

Òîãäà n = 4 + 11a.

Îòâåò. Äðîáü ñîêðàòèìà ïðè n = 4 + 11a äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ a.


